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Luku 1
Johdanto
Tietokantateoria sisältää useita malleja tiedon järjestämiseksi ja esittämiseksi. Tietokan-
tojen relaatiomalli on yksi käytetyimmistä lähestymistavoista. Relaatiotietokannassa tieto
koostuu relaatiosta ja sen voi ymmärtää taulukkona. Tällöin yksi taulukon rivi vastaa ai-
na jotain entiteettiä samalla kun yksi sarake vastaa kyseiseen ja vastaaviin entiteetteihin
liitettävää ominaisuutta.
Yksi taulukon rivi vastaa entiteettiä siinä määrin, että siinä missä entiteetti voidaan
ottaa tarkastettavaan joukkoon tai poistaa, on myös relaatiomallin relaatio muuttuva eli
siihen voidaan lisätä rivejä tai vastaavasti rivejä voidaan poistaa. Sen sijaan entiteettien
parissa on usein toivottavaa tarkastella tiettyä kiinteää joukkoa ominaisuuksia. Näiden
ominaisuuksien tarkastelua voidaan lisäksi syventää asettamalla niille rakenne. Relaatio-
tietokannan yhteydessä rakenne kuvaillaan relaatioskeemassa, joka määritellään joukoksi,
johon kuuluvat sarakkeet sekä näihin sarakkeisiin liittyvät eräänlaiset rajoitteet. Rajoit-
teena voi olla sarakkeen tyyppi, tai sitten sarakkeiden välille voidaan määrittää yhteyksiä
kuten riippuvuuksia.
Tietokannassa relaatioskeemaan liittyville riippuvuuksille on olemassa intuitiivinen
tarkoitus. Sarakkeiden välille voidaan haluta asettaa riippuvuus, koska tämä vastaa re-
aalimaailman tilaa. Jos taulukko kuvaisi eri valtioiden kansalaisia, voitaisiin riippuvuus
asettaa kansalaisen ja valtion välille. Kullakin kansalaisella on lähtökohtaisesti tietty kan-
salaisuus.
Tietokannan riippuvuuksille on kuitenkin olemassa syvällisempiäkin tarkoituksia. Jo
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relaatiomallia kehitettäessä havaittiin, että relaatioissa, joissa esiintyy tietynlaisia riippu-
vuuksia, ilmenee useita ei-toivottuja ominaisuuksia. Nämä ominaisuudet ovat eräs tärkeä
konteksti relaatiomallin riippuvuuksien tutkimiseen. Näihin syvennytään yksityiskohtai-
sesti seuraavassa kappaleessa.
Riippuvuuksia on olemassa hyvin monenlaisia. Kaikista tunnetuin on ensimmäisenä
tutkittu funktionaalinen riippuvuus, jonka ominaisuuksia tutki W.W. Armstrong 1974 [2].
Vuosikymmenen loppuun mennessä oli esitelty useita muita riippuvuuksia mukaan lukien
moniarvoinen riippuvuus ja sulautettu moniarvoinen riippuvuus [7].
Funktionaalista riippuvuutta kuvaamaan käytetään merkintää
(1.1) X → Y.
Tämä ilmaisee, että joukko attribuutteja X määrää joukon Y .
Moniarvoista riippuvuutta (engl. mvd = multivalued dependency) kuvaamaan käyte-
tään merkintää
(1.2) X  Y,
joka ilmaisee sen seikan, että tietyistä attribuuteista X riippuen attribuutit Y ovat riip-
pumattomia kaikista muista mahdollisista relaatioskeeman attribuuteista.
Sulautettua moniarvoista riippuvuutta (engl. emvd = embedded multivalued depen-
dency) kuvaamaan käytetään merkintää
(1.3) X  Y |Z,
joka ilmaisee sen seikan, että tietyistä attribuuteista X riippuen joukko attribuutteja
Y on riippumaton attribuuteista Z. Sulautettu moniarvoinen riippuvuus siis muistuttaa
moniarvoista riippuuvuutta.
Moniarvoinen riippuvuus ja sulautettu moniarvoinen riippuvuus voidaan ajatella kä-
sitteenä olevan tietynlainen ketjutus: riippumattomuus asetetaan riippuvaksi eli ehdolli-
seksi. Tämä tapa hajottaa moniarvoinen riippuvuus mahdollistaa havainnollisen esityksen
ja sitä käytetään alla joissain esimerkeissä. Riippumattomuuden määritelmä ja syvempi
käsittely relaatiotietokannassa löytyy esimerkiksi lähteestä [8].
Moniarvoisen riippuvuuden ja sulautetun moniarvoisen riippuvuuden sisältämä riip-
pumattomuus on luonteeltaan erilaista. Vaikka kyseiset käsitteet ovat näennäisesti hyvin
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samanlaisia, havaitaan tässäkin tutkielmassa, että ne eroavat toisistaan tietyssä mieles-
sä paljon. Kuvaannollisesti moniarvoisen riippuvuuden riippumattomuus on erakkomaista
riippumattomuutta, missä yksi on riippumaton kaikista kun taas sulautetun moniarvoisen
riippuvuuden riippumattomuus voisi vastata seuruetta, jossa yksittäiset jäsenet saattavat
olla keskenään, kahdenvälisesti vieraita.
Riippuvuuksia itsessään voi tutkia usealta eri kantilta. Merkittävä kysymys riippu-
vuuksien saralla on kysymys riippuvuuksien aksiomatisoinnista. Aksiomatisointi tarkoit-
taa tässä mahdollisuutta valita suppea joukko riippuvuuksia, joista muut loogisesti seu-
raavat riippuvuudet on mahdollista johtaa. Tässä tutkielmassa todistetaan, että funktio-
naaliselle ja moniarvoiselle riippuvuudelle on mahdollista löytää äärellinen, eheä ja täy-
dellinen aksiomatisointi. Tämän lisäksi todistetaan, että näille riippuvuuksille yhdessä on
mahdollista löytää tällainen aksiomatisointi. Sulautetulle moniarvoiselle riippuvuudelle
aksiomatisointia ei ole mahdollista löytää. Nämä tulokset on esitetty ensimmäisen kerran
lähteissä [2, 3, 10].
Riippuvuuksien ja relaatiotietokantojen teoria asettuu matematiikan saralla mate-
maattisen logiikan äärellisten mallien teorian alueelle. Relaatiotietokannat vastaavat hyvin
läheisesti äärellisiä malleja, joiden aakkostossa on pelkästään relaatioita [5].
Riippuvuus formaalina systeeminä muistuttaa joitakin hyvin tunnettuja systeemejä.
Hyödyllisenä taustatietona todetaan, että sekä funktionaalinen riippuvuus että moniar-
voinen riippuvuus ovat ekvivalentteja propositiologiikan osajärjestelmälle [6, 11]. Tämä
tarkoittaa sitä, että jokaiselle riippuvuudelle on mahdollista löytää tätä vastaava propo-
sitiologiikan lause. Tällaiselle propositiologiikan osajärjestelmälle on mahdollista antaa
täydellisyystodistus, joka on lyhyempi kuin vastaava todistus tietokantariippuvuuden for-
malismissa. Funktionaaliselle ja moniarvoiselle riippuvuudelle on osoitettu myös oheinen
ekvivalenssi ensimmäisen kertaluvun logiikan osajärjestelmälle [9].
1.1 Tietokantateoriallinen konteksti
Tietokantateoriasta nousevia ongelmia, joihin riippuvuuksien tutkimisella ja niiden aksio-
matisoinnilla vastataan, ovat mm. implikaatio-ongelmat ja normalisointitehtävät. Havain-
nollistetaan näitä esimerkinomaisesti seuraavassa.
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Esimerkki 1.4. Määriteltäessä tietokannan taulua sellaiseksi, että se mahdollisimman
hyvin vastaisi jotain toivottua tilannetta, voidaan ottaa käyttöön erilaisia rajoitteita. Ku-
vatkoon Taulukko 1.1 säilytettäviä kemikaaleja. Sille on haluttu asettaa funktionaalinen
riippuvuus säilytystiloille ja kemikaaleille. Nyt tuotteen säilytys riippuu siitä, mikä kemi-
kaali on kyseessä.
(T)uote (K)emikaali (R)yhmä (S)äilytystila
001 Suolahappo Väkevät hapot Kaappi 1
002 Suolahappo Väkevät hapot Kaappi 1
003 Magnesiumkloridi Kiinteät epäorgaaniset aineet Kaappi 2
Taulukko 1.1: Säilytettävät kemikaalit
Ylläoleva riippuvuus ei kuitenkaan toteudu relaatiossa, jossa kemikaalille on osoitettu
väärä säilytystila, sillä tällöin ei enää säilytystila riipu kemikaalista. Alla olevassa taulussa
rivi kolme on lisätty myöhemmin, jolloin yhtä kemikaalia voi löytyä useasta paikasta,
jolloin uusi taulukko ei enää toteuta asetettua riippuvuutta.
(T)uote (K)emikaali (R)yhmä (S)äilytystila
001 Suolahappo Väkevät hapot Kaappi 1
002 Suolahappo Väkevät hapot Kaappi 1
003 Suolahappo Väkevät hapot Kaappi 2
004 Magnesiumkloridi Kiinteät epäorgaaniset aineet Kaappi 2
Taulukko 1.2: Virheellisesti säilytetyt kemikaalit
Tästä nähdään, että lisätessä taulukkoon rivejä, on ensin tarkistettava kaikkien tun-
nettujen riippuvuuksien säilyminen myös uudessa tilanteessa.
Toisaalta riippuvuuksia tutkimalla havaitaan, että yksittäinen riippuvuus voi loogisesti
implikoida yhä uusia riippuvuuksia. Onko siis kaikki implikoidutkin riippuvuudet käytävä
läpi? Kaikkiaan riippuvuuksien läpikäyminen voi olla ylläolevaa esimerkkiä suurempien
taulukoiden parissa hyvinkin työlästä.
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Eräs väline työmäärän vähentämiseen on poistaa riippuvuuksien joukosta ne, jotka voi-
daan havaita loogisesti seuraavan muista. On nimittäin totta, että jos uusi rivi toteuttaa
jonkun joukon riippuvuuksia, se toteuttaa myös tästä implikoituvat riippuvuudet. Työ-
määrän vähentämiseksi voidaan siis tehdä päätös etsiä annettujen riippuvuuksien joukos-
ta ne, joista muut annetut riippuvuudet seuraavat. Tämä johtaa ratkaisemaan yksittäistä
kysymystä: voidaanko sanoa, että yksittäinen riippuvuus toteutuu, kun tiedetään, että
joukko riippuvuuksia toteutuu. Tätä kysymystä kutsutaan implikaatio-ongelmaksi.
Esimerkkinä riippuvuuksien poistamisesta käy seuraava. Tarkastellaan edelleen yllä-
olevaa kemikaalien säilytystaulukkoa 1.1. Nyt tuotteen numero määrää kemikaalin ja ke-
mikaali määrää säilytyspaikan, jolloin voidaan havaita myös riippuvuus, että tuotteen
numero määrää säilytyspaikan. Riittää kuitenkin huomioida vain kaksi ensimmäistä, sillä
kolmas tulee kyllä samalla huomioiduksi. Ei ole esimerkiksi mahdollista luoda tilannetta,
jossa kaksi ensimmäistä pätisi mutta kolmas ei. Tällöin lisättäessä kyseiseen relaatioon
rivejä ei ole siis tarpeen tutkia riippuvuuden säilymistä kaikissa kolmessa tapauksssa vaan
riittää tarkastella kahta ensimmäistä.
Yksittäisten implikaatio-ongelmien ratkaiseminen esimerkiksi kokeilemalla johtaa työ-
läytensä takia tutkimaan tehokkaampia tapoja ratkaista implikaatio-ongelma. Aksioma-
tisoinnin luominen on eräs keino. Tästä saadaan motivoitua tämänkin tutkielman sisällön
erästä puolta: määritellä tällaiset aksiomatisoinnit sekä pohtia, miksi joillekin riippuvuuk-
sille tällaiset aksiomatisoinnit pystytään luomaan mutta toisille ei.
Esimerkki 1.5. Tietokantojen normalisointi ratkaisee erään ongelman, jonka relaatios-
sa olevat riippuvuudet usein luovat. Lisätessä esim. taulukkoon 1.1 rivejä riippuvuuksien
T → K ja K → S vallitessa riippuvuus K → S saattaa käydä pian monotoniseksi. Yhä
uudelleen todetaan suolahapon kuuluvan kaappiin 1. Todettaessa sama asia useaan ker-
taan, kasvaa käytännössä myös riski virheeseen, mikä on voinut olla syy myös taulukon
1.2 virheeseen. Tämän ongelman ratkaisemiseksi on kehitetty taulukon normaalimuodot.
Kuvatunlainen tilanne johtaa tarkennettuna kolmanteen normaalimuotoon, jossa tämän
asian käsittely on helpompaa. Normalisoinnissa taulukko jaetaan osiin, jolloin tässä yksi
taulukko vastaa tuotenumeroiden ja kemikaalien riippuvuudesta toisen taulukon vasta-
tessa kemikaalin ja säilytyspaikan riippuvuudesta. Tällöin tietyt riippuvuudet ilmaistaan
vain yhdessä paikassa jolloin erilaisia virheitä on vaikeampi tehdä.
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(T)uote (K)emikaali
001 Suolahappo
002 Suolahappo
003 Magnesiumkloridi
Taulukko 1.3: Kemikaalit
(K)emikaali (R)yhmä (S)äilytystila
Suolahappo Väkevät hapot Kaappi 1
Magnesiumkloridi Kiinteät epäorgaaniset aineet Kaappi 2
Taulukko 1.4: Säilytys
Riippuvuuksiin liittyvien ongelmien ratkaiseminen auttaa siis lisäämään relaatioiden
yhtenevyyttä ja ristiriidattomuutta.
1.2 Käsittelyjärjestys
Osiossa 2.1 määritellään funktionaalisen riippuvuuden ja moniarvoisen riippuvuuden ak-
siomatisointiin tarvittava syntaksi ja semantiikka. Tämän jälkeen osiossa 2.2 annetaan mo-
lemmille yhdessä eheä ja täydellinen aksiomatisointi. Tästä on suhteellisen yksinkertaista
johtaa moniarvoiselle riippuvuudelle eheä ja täydellinen aksiomatisointi. Tämän jälkeen
määritellään sulautetulle moniarvoiselle riippuvuudelle syntaksi ja todistetaan aksioma-
tisoinnin mahdottomuus kappaleessa 3. Viimeisessä kappaleessa 4 kerätään havainnot ja
pohditaan aiheen tutkimiseen liittyviä mahdollisia suuntia.
7
Luku 2
Funktionaalinen ja moniarvoinen
riippuvuus
2.1 Semantiikka ja loogiset rakenteet
Annetaan ensin semantiikka käsitteille funktionaalinen ja moniarvoinen riippuvuus. Tä-
män jälkeen määritellään näiden käsittelyyn tarvittavat loogiset rakenteet päättely ja
looginen seuraus. Tämän jälkeen määritellään näille rakenteille eheys ja täydellisyys.
Riippuvuuden semantiikka voidaan määritellä relaatiotietokantojen teorian relaatioi-
den avulla (Codd, 1972) [4, 1]. Tämä tarjoaa intuitiivisen keinon visualisoinnille, sillä
relaatioita voi havainnollistaa taulukoiden avulla (Kuva 2.1).
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Kuva 2.1: Relaatioskeema ja relaatiot taulukkomuodossa
Relaatioskeema R = {A1, ..., An} on äärellinen joukko symboleita Ai, joita kutsu-
taan attribuuteiksi, tai taulukoiden yhteydessä sarakkeiden otsikoiksi tai vain sarakkeiksi.
Domain dom(A) on joukko arvoja, jotka attribuutti A voi saada relaatiossa. R-relaatio
r = {t1, ..., tn} on äärellinen joukko R-jonoja t, joita kutsutaan riveiksi.1 R-jono on kuvaus
t : R→ ⋃A∈R dom(A) siten, että t(A) ∈ dom(A). Jos X ⊆ R, on t(X) jonon t rajoittuma
joukolle X. Attribuuttijoukoille X ja Y merkitään usein X ∪ Y = XY .2 Jos X ⊆ R, on
rajoittumille ti(X) ja tj(X) ti(X) = tj(X), jos kaikilla A ∈ X, ti(A) = tj(A).
Siinä missä relaatiotietokantoja kokonaisuudessaan on luonnollista visualisoida taulu-
koina on attribuuttijoukkoja hyödyllistä visualisoida esimerkiksi Venn-diagrammin avul-
la. Tästä on apua esimerkiksi kohdassa 2.11, missä muodostettavat attribuuttijoukkojen
lausekkeet voivat kehittyä hyvin monimutkaisiksi.
Määritellään seuraavaksi kaksi erilaista riippuvuutta, joille aksioimatisoitavuus todis-
tetaan.
Määritelmä 2.1. Funktionaalinen riippuvuus. Olkoon r R-relaatio ja X, Y ⊆ R.
TällöinX → Y on funktionaalinen riippuvuus ja relaation r sanotaan toteuttavan kyseisen
1Tietokantateorian relaatio ei vastaa täysin matematiikassa yleisesti käytettyä relaation käsitettä, sillä
tässä relaation jonon attribuuteilla ei ole välttämättä mitään tiettyä järjestystä.
2Tietokantojen yhteydessä vakiintunut merkintätapa on, että sekä attribuutteja että attibuuttijoukkoa
merkitään yksinkertaisesti vain attribuuttien nimillä. Tämän johdosta myös yksittäisille attribuuteille
merkitään ekvivalentisti X = {X}, mikä siis on joukko-opin puolesta hieman epätarkkaa.
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riippuvuuden X → Y (merkitään r |= X → Y ), jos kaikilla t1, t2 ∈ r : jos t1(X) = t2(X),
niin t1(Y ) = t2(Y ).
Funktionaalisen riippuvuuden kohdalla merkinnän vasemmanpuoleista muuttujajouk-
koa, määritelmässä yllä joukkoa X, voidaan jatkossa kutsua yleisesti riippuvuuden etujä-
seneksi ja oikeanpuoleista muuttujajoukkoa Y vastaavasti takajäseneksi.
Funktionaalisesta riippuvuudesta X → Y puhuttaessa voi olla paikallaan huomata
erikseen, että muuttuja joka riippuu jostain, on riippuvuuden takajäsen kun arkipuheessa
riippuva muuttuja mainitaan ensimmäisenä: Joukko Y riippuu joukostaX. Matemaattista
notaatiota sinänsä vastaisi paremmin sanajärjestys: joukosta X riippuu joukko Y .
Määritelmä 2.2. Moniarvoinen riippuvuus. Olkoon r R-relaatio ja X, Y ⊆ R. Täl-
löin X  Y on moniarvoinen riippuvuus ja relaation r sanotaan toteuttavan kyseisen riip-
puvuuden X  Y (merkitään r |= X  Y ), jos kaikilla t1, t2 ∈ r, joilla t1(X) = t2(X), on
olemassa t ∈ r siten, että t1(X) = t2(X) = t(X), t(Y ) = t1(Y ) ja t(R− Y ) = t2(R− Y ).
Moniarvoisen riippuvuuden kohdalla etujäsenen ja takajäsenen nimityskäytäntö on
sama kuin funktionaalisella riippuvuudella. Tarkempaa analysointia varten nimetään vielä
moniarvoisen riippuvuuden määritelmässä esiintyvät jonot t1 ja t2 kiinnitettäviksi jonoiksi
ja jono t generoitavaksi jonoksi.
Yleisesti jos Σ on joukko riippuvuuksia, niin merkitään r |= Σ, jos r toteuttaa kaikki
riippuvuudet joukossa Σ.
Esimerkki 2.3. Otetaan taulukko, joka kuvaa tutkijan havaitsemia eläinyksilöi-
tä (Taulukko 2.1). Mahdolliset riippuvuudet kuvaavat tutkijan havainnoista muo-
dostamaa hypoteesia. Formaalisti kyseessä on relaatioskeema Ominaisuudet =
{L(aji), V (äri), R(avinto)} ja relaationa eläinyksilöt e = {e1, e2, e3, e4}. Hypoteesina on,
että sarakkeen Väri arvot ovat riippuvaisia sarakkeen Laji arvoista. Näin ollen e |= L→ V
eli kaikilla ei, ej ∈ e jos ei(L) = ej(L), niin ei(V ) = ej(V ). Sitä vastoin hypoteesia eläimen
värin riippuvuudesta sen käyttämään ravintoon ei voi esittää. Lihaa syövä eläin voi olla
sekä oranssi että harmaa. Tässä on esimerkiksi e1(R) = e3(R) mutta e1(V ) 6= e3(V ), ja
näin ollen e 6|= R→ V .
Toisaalta ylläoleva toteutuva hypoteesi murtuu, jos tutkija sattuisi löytämään jollekin
lajeista väriltään muista poikkeavan yksilön, esimerkiksi harmaan ketun.
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Laji Väri Ravinto
e1 Kettu Punaruskea Liha
e2 Orava Punaruskea Kasvis
e3 Susi Harmaa Liha
e4 Susi Harmaa Kasvis
Taulukko 2.1: Eläimet ja funktionaalinen riippuvuus
Esimerkki 2.4. Otetaan taulukko, joka jälleen kuvaa tutkijan havaitsemia
eläinyksilöitä (Taulukko 2.2). Nyt kyseessä on relaatioskeema Ominaisuudet
= {L(aji), V (äri), S(ukupuoli)}. Relaationa on jälleen yksittäiset eläinyksilöt. Nyt
hypoteesin mukaan yksittäisellä lajilla väri on riippumaton3 sen kaikista muista ominai-
suuksista. Tämä tarkoittaa, että tietystä lajista riippuen sarakkeen Väri värille on aina
löydettävissä sekä koiras- että naaraspuolen edustaja kyseisen lajin joukosta. Näin ollen
e |= L V .
Tämän hypoteesin voisi kumota havainto lajista, jolla sukupuolten väritys on keske-
nään toisistaan poikkeavaa. Tällainen tilanne on esimerkiksi monilla lintulajeilla.
Laji Väri Sukupuoli
e1 Kettu Punaruskea Koiras
e2 Kettu Punaruskea Naaras
e3 Kettu Harmaa Koiras
e4 Kettu Harmaa Naaras
Taulukko 2.2: Eläimet ja moniarvoinen riippuvuus
Huomautus 2.5. Riippuvuuksien tapauksessa attribuutit X ja Y voivat olla myös tyhjiä
joukkoja. Funktionaalisen riippuvuuden kohdalla kaikilla X ja kaikilla r toteutuu mää-
ritelmän mukaisesti r |= X → ∅. Kaikilla r toteutuu r |= ∅ → Y , kun Y on vakio.
3Olkoon r R-relaatio ja X, Y ⊆ R. Tällöin relaation r sanotaan toteuttavan riippumattomuuden, jos
kaikilla t1, t2 ∈ r on olemassa t siten, että t(X) = t1(X) ja t(Y ) = t2(Y ) [8].
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Moniarvoisen riippuvuuden kohdalla kaikilla X ja kaikilla r toteutuu r |= X  ∅. Määri-
telmästä seuraa myös, että r |= ∅ Y , jos attribuuttijoukon Y arvot ovat riippumattomia
komplementin R− Y arvoista kyseisellä relaatiolla r.
Määritellään seuraavaksi riippuvuuksien käsittelyyn tarvittavat loogiset rakenteet.
Määritelmä 2.6. Looginen seuraus. Olkoon Σ ∪ {φ} äärellinen joukko riippuvuuk-
sia. Tällöin riippuvuus φ on joukon Σ looginen seuraus (merkitään Σ |= φ), jos kaikilla
relaatioilla r: jos r |= Σ, niin r |= φ.
Määritelmä 2.7. Päättely. Olkoon Σ ∪ {φ} joukko riippuvuuksia ja P joukko päät-
telysääntöjä. Tällöin jono (φ1, ..., φn) on kaavan φ päättely joukosta Σ säännöillä P , jos
φ = φn, ja kaikilla i ∈ {1, ..., n}
(i) φi ∈ Σ tai
(ii) φi on saatu joukosta {φ1, ..., φi−1} soveltamalla jotain joukon P sääntöä.
Lisäksi kirjoitetaan Σ `P φ, jos kaavalle φ on olemassa päättely joukosta Σ säännöillä P .
Määritelmä 2.8. Eheys ja täydellisyys.Olkoon P joukko päättelysääntöjä ja Σ joukko
riippuvuuksia. P on eheä, jos Σ |= φ kun Σ ` φ. P on täydellinen, jos Σ ` φ, kun Σ |= φ.
Huomautus 2.9. Seuraavien osioiden argumentit rakentuvat lähes poikkeuksetta näille loo-
gisille rakennelmille. Eheystodistukset rakentuvat seuraavasti. Lauseen 2.10 todistuksessa
formaalin päättelyn rakennetta käytetään induktion luomiseen. Todistuksen varsinaiset
argumentit rakentuvat loogisen seurauksen määritelmälle. Sen sijaan formaalia päättelyä
käytetään suoraan Lemman 2.11 todistuksessa.
Täydellisyystodistuksen argumentti rakentuu seuraavasti. Osion 2.2.1 relaatioskeeman
rakenne perustuu erilliselle joukko-opilliselle argumentille (Määritelmä 2.16), jonka käyt-
tö tosin oikeutetaan vedoten formaaliin päättelyyn (Lemma 2.15). Kyseisessä osiossa an-
netaan myös formaaliin päättelyyn perustuva tärkeä tulos funktionaalisen ja moniarvoi-
sen riippuvuuden yhteisen relaatioskeeman rakenteen (Määritelmä 2.23) oikeuttamiseksi
(Lemma 2.21). Osion 2.2.2 vastaesimerkkirelaatiossa karakterisoitu riippuvuuksien toteu-
tuvuus (Aputulokset 2.26) perustuu pelkästään riippuvuuksien määritelmälle.
Osion 2.2.3 argumentti rakentuu loogiselle seuraukselle, formaalille päättelylle ja ai-
kaisempien osioiden 2.2.1 ja 2.2.2 argumenteille.
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2.2 Deduktiosysteemi ja aksiomatisointi
Tässä osiossa FD- ja MVD-riippuvuuden implikaatio-ongelmille haetaan ratkaisua määrit-
telemällä molemmille riippuvuuksille aksiomatisointi. Moniarvoisten riippuvuuksien aksio-
matisoituvuus todistetaan osoittamalla ensin aksiomatisoituvuus yhdessä funktionaalisen
riippuvuuden kanssa.
Funktionaaliselle riippuvuudelle on mahdollista antaa aksiomatisointina Armstrongin
aksioomat. Aksiomatisointi koostuu päättelysäännöistä, joita on kolme. Olkoon X, Y, Z ⊆
R attribuuttijoukkoja relaatioskeemassa R.
FD1 Reﬂeksiivisyysaksiooma: jos Y ⊆ X, niin X → Y .
FD2 Augmentaatioaksiooma: jos X → Y , niin ZX → ZY .
FD3 Transitiivisuusaksiooma: jos X → Y ja Y → Z, niin X → Z.
Olkoon FD = {FD1, FD2, FD3} kyseisten aksioomien kokoelma. Tällöin merkitään Σ `FD
φ, jos riippuvuus φ voidaan päätellä aksioomilla FD joukosta Σ.
Otetaan seuraavaksi käyttöön muutama aksioomista FD1-FD3 helposti johdettavissa
oleva eheä lisäaksiooma, jotka tarjoamansa konkretian avulla helpottavat joitakin alla
olevia todistuksia. Olkoon X, Y, Z ⊆ R attribuuttijoukkoja relaatioskeemassa R.
FD4 Yhdisteaksiooma: jos X → Y ja X → Z, niin X → Y Z.
FD5 Dekompositioaksiooma: jos X → Y Z, niin X → Y ja X → Z.
Aksiooma FD5 mahdollistaa sen, että puhuttaessa funktionaalisen riippuvuuden takajä-
senen attribuuttijoukosta, on sen sijaan mahdollista puhua yksittäisistä attribuuteista.
Dekompositio hajottaa attribuuttijoukon tämän äärellisyydestä johtuen aina yksittäisiin
attribuutteihin.
Seuraavaksi annetaan aksioomat moniarvoiselle riippuvuudelle. Olkoon X, Y, Z ⊆ R
attribuuttijoukkoja relaatioskeemassa R.
MVD0 Komplementtiaksiooma: Jos X  Y , niin X  (R− Y ).
MVD1 Reﬂeksiivisyysaksiooma: Jos Y ⊆ X, niin X  Y .
13
MVD2 Augmentaatioaksiooma: Jos X  Y , niin XZ  Y Z.
MVD3 Transitiivisuusaksiooma: Jos X  Y ja Y  Z, niin X  (Z − Y ).
Olkoon MVD = {MVD0, MVD1, MVD2, MVD3} kyseisten aksioomien kokoelma. Tällöin
merkitään Σ `MVD φ, jos riippuvuus φ voidaan päätellä aksioomilla MVD joukosta Σ.
Seuraavat aksioomat ovat funktionaaliselle riippuvuudelle ja moniarvoiselle riippuvuu-
delle yhdessä. Olkoon X, Y, Z ⊆ R attribuuttijoukkoja relaatioskeemassa R.
FMVD1 Konversioaksiooma: Jos X → Y , niin X  Y .
FMVD2 Interaktioaksiooma: Jos X  Y ja XY → Z, niin X → (Z − Y ).
Olkoon FD-MVD = FD ∪ MVD ∪ {FMVD1, FMV D2} kyseisten aksioomien kokoelma.
Tällöin merkitään Σ `FD−MVD φ, jos riippuvuus φ voidaan päätellä aksioomilla FD-MVD
joukosta Σ.
Lause 2.10. Aksioomajoukko FD-MVD on eheä.
Todistus. Olkoon R relaatioskeema. Osoitetaan, että jos Σ ` φ, niin Σ |= φ. Olkoon
φ1, ..., φn päättely joukosta Σ käyttäen joitakin päättelysäännöistä FD-MVD. Lisäksi φn =
φ. Todistetaan induktiivisesti, että tällöin Σ |= φi kaikilla 1 ≤ i ≤ n.
Perusaskel: Olkoon φ1 päättely joukosta Σ. Tällöin välttämättä joko φ1 ∈ Σ ja siten
Σ |= φ tai sitten φ1 on saatu käyttämällä sääntöä FD1 tai MVD1, jolloin myös
Σ |= φ, mikä todistetaan alla.
Induktio-oletus: jos φ1, ..., φn−1 on riippuvuuden φ päättely joukosta Σ, niin Σ |= φi
kaikilla 1 ≤ i ≤ n− 1.
Induktioaskel: Olkoon φ1, ..., φn riippuvuuden φ päättely joukosta Σ. Jos φn ∈ Σ
niin Σ |= φ. Olkoon sitten r |= Σ. Osoitetaan, että r |= φ.
FD1 Olkoon Y ⊆ X. Olkoon X → Y saatu päättelemällä aksioomasta FD1.
1. Olkoot ti, tj ∈ r sellaiset, että ti(X) = tj(X).
2. Tällöin joukon Y ollessa osajoukko on myös ti(Y ) = tj(Y ).
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3. Tällöin r |= X → Y .
FD2 Olkoon ZX → ZY saatu riippuvuudesta X → Y käyttäen sääntöä FD2.
1. Olkoot ti, tj ∈ r sellaiset, että ti(XZ) = tj(XZ).
2. Koska induktio-oletuksen nojalla r |= X → Y , saadaan tämän ja kohdan
1 perusteella ti(ZY ) = tj(ZY ).
3. Siis r |= ZX → ZY .
FD3 Olkoon X → Z saatu riippuvuudesta X → Y ja Y → Z käyttäen sääntöä
FD3.
1. Olkoot ti, tj ∈ r sellaiset, että ti(X) = tj(X).
2. Induktio-oletuksen nojalla r |= X → Y .
3. Tällöin ti(Y ) = tj(Y ).
4. Nyt induktio-oletuksen nojalla r |= Y → Z.
5. Tällöin ti(Z) = tj(Z).
6. Siis kohtien 1 ja 5 perusteella r |= X → Z.
MVD0 Olkoon X  (R− Y ) saatu riippuvuudesta X  Y aksioomalla MVD0.
1. Induktio-oletuksen perusteella r |= X  Y , jolloin kaikilla ti, tj ∈ r, joilla
ti(X) = tj(X), on olemassa t ∈ r siten, että ti(X) = tj(X) = t(X),
t(Y ) = ti(Y ) ja t(R− Y ) = tj(R− Y ).
2. Konjunktion vaihdannaisuuden perusteella kohta 1 saadaan muotoon: kai-
killa ti, tj ∈ r, joilla ti(X) = tj(X), on olemassa t ∈ r siten, että
ti(X) = tj(X) = t(X), t(R− Y ) = tj(R− Y ) ja t(Y ) = ti(Y ).
3. Joukoille pätee identiteetti (R− (R− Y )) = Y
4. Tällöin kohtien 2 ja 3 perusteella r |= X  (R− Y ).
MVD1 Olkoon Y ⊆ X ja X  Y saatu aksioomalla MVD1.
1. Oletetaan, että jonot ti, tj ∈ r ovat sellaiset, että ti(X) = tj(X).
2. Olkoon t ∈ r sellainen, että t = ti.
3. Nyt suoraan kohdista 1 ja 2 seuraa, että t(X) = ti(X) = tj(X).
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4. Koska Y oli joukon X osajoukko, niin kohtien 1 ja 2 perusteella t(Y ) =
tj(Y ).
5. Nyt kohdan 2 perusteella suoraan seuraa, että t(R− Y ) = ti(R− Y ).
6. Tällöin kaikkien aiempien kohtien perusteella r |= X  Y .
MVD2 Olkoon XZ  Y Z saatu riippuvuudesta X  Y aksioomalla MVD2.
1. Induktio-oletuksen perusteella r |= X  Y , jolloin kaikilla ti, tj ∈ r, joilla
ti(X) = tj(X), on olemassa t ∈ r siten, että ti(X) = tj(X) = t(X),
t(Y ) = ti(Y ) ja t(R− Y ) = tj(R− Y ).
2. Oletetaan, että ti, tj ∈ r ovat sellaiset, että ti(XZ) = tj(XZ)
3. Kohtien 1 ja 2 perusteella on olemassa t′ ∈ r siten, että ti(X) = tj(X) =
t′(X), t′(Y ) = ti(Y ) ja t′(R− Y ) = tj(R− Y ).
4. Tällöin oletuksesta 3 seuraa, että t′(X) = ti(X) = tj(X).
5. Kohdasta 3 seuraa, että attribuuttijoukon Z attribuuteille Z ′ joko t′(Z ′) =
ti(Z
′) tai t′(Z ′) = tj(Z ′), sillä väistämättä Z ′ ∈ Y tai Z ′ ∈ R− Y .
6. Oletuksen 2 perusteella ti(Z) = tj(Z).
7. Kohtien 5 ja 6 perusteella nyt t′(Z) = ti(Z) = tj(Z).
8. Yhdistämällä kohdat 4 ja 7 saadaan t′(XZ) = ti(XZ) = tj(XZ).
9. Koska kohdan 3 perusteella t′(Y ) = ti(Y ), niin on tämän ja kohdan 7
nojalla t′(Y Z) = ti(Y Z).
10. Kohdan 3 perusteella myös t′(R− Y ) = tj(R− Y ), jolloin suoraan t′(R−
Y Z) = tj(R− Y Z).
11. Tällöin kohdista 2 ja 3 sekä niistä johdettavista kohdista 8, 9 ja 10 saadaan,
että r |= XZ  Y Z.
MVD3 Olkoon X  (Z − Y ) saatu riippuvuuksista X  Y ja Y  Z aksioomalla
MVD3.
1. Induktio-oletuksen perusteella r |= X  Y , jolloin siis kaikilla ti, tj ∈ r,
joilla ti(X) = tj(X), on olemassa t ∈ r siten, että t(X) = ti(X) = tj(X),
t(Y ) = ti(Y ) ja t(R− Y ) = tj(R− Y ).
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2. Induktio-oletuksen perusteella lisäksi r |= Y  Z, jolloin siis kaikilla t, ti ∈
r, joilla t(Y ) = ti(Y ), on olemassa t
′ ∈ r s.e. t′(Y ) = t(Y ) = ti(Y ),
t′(Z) = t(Z) ja t′(R− Z) = ti(R− Z).
3. Oletetaan, että ti, tj ∈ r ovat sellaiset, että ti(X) = tj(X).
4. Tällöin kohtien 1 ja 3 perusteella on olemassa t ∈ r siten, että t(X) =
ti(X) = tj(X), t(Y ) = ti(Y ) ja t(R− Y ) = tj(R− Y ).
5. Tällöin kohtien 2 ja 4 perusteella on olemassa t′ ∈ r s.e. t′(Y ) = t(Y ) =
ti(Y ), t
′(Z) = t(Z) ja t′(R− Z) = ti(R− Z).
6. Kohdasta 5 seuraa, että attribuuttijoukonX attribuuteilleX ′ joko t′(X ′) =
t(X ′) tai t′(X ′) = ti(X ′), sillä väistämättä X ′ ∈ Z tai X ′ ∈ R− Z.
7. Kohdista 4 ja 6 seuraa, että t′(X ′) = tj(X ′) tai t′(X ′) = ti(X ′).
8. Kohtien 3 ja 7 perusteella t′(X) = ti(X) = tj(X).
9. Kohdasta 5 seuraa, että t′(Z − Y ) = t(Z − Y ).
10. Kohdasta 4 seuraa, että t(Z − Y ) = tj(Z − Y ).
11. Kohdista 9 ja 10 seuraa, että t′(Z − Y ) = tj(Z − Y ).
12. Kohdasta 5 seuraa, että t′(R− Z) = ti(R− Z).
13. Kohdasta 5 seuraa, että t′(Y ) = ti(Y ).
14. Kohdista 12 ja 13 seuraa, että t′′(R− (Z − Y )) = ti(R− (Z − Y )).
15. Kohdista 3, 4 ja 5 sekä niistä johdetuista kohdista 8, 11 ja 14 seuraa, että
r |= X  (Z − Y ).
FMVD1 Olkoon X  Y saatu riippuvuudesta X → Y aksioomalla FMVD1.
1. Induktio-oletuksen perusteella r |= X → Y , jolloin kaikilla ti, tj ∈ r, joilla
ti(X) = tj(X), on ti(Y ) = tj(Y ).
2. Oletetaan, että ti, tj ∈ r ovat sellaiset, että ti(X) = tj(X).
3. Oletetaan, että t = ti kuten kohdassa 1.
4. Tällöin oletuksesta 2 ja 3 seuraa, että t(X) = ti(X) = tj(X).
5. Nyt oletuksen perusteella t(Y ) = ti(Y ) = tj(Y ).
6. Nyt kohdan 3 perusteella t(R− Y ) = ti(R− Y ).
7. Nyt kaikista aiemmista kohdista seuraa, että r |= X  Y .
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FMVD2 Olkoon X → (Z − Y ) saatu riippuvuuksista X  Y ja XY → Z aksioomalla
FMVD2.
1. Induktio-oletuksen perusteella r |= X  Y , jolloin siis kaikilla ti, tj ∈ r,
joilla ti(X) = tj(X), on olemassa t ∈ r siten, että t(X) = ti(X) = tj(X),
t(Y ) = ti(Y ) ja t(R− Y ) = tj(R− Y ).
2. Induktio-oletuksen perusteella r |= XY → Z, jolloin kaikilla ti, tj ∈ r, jos
ti(XY ) = tj(XY ), niin ti(Z) = tj(Z).
3. Olkoon t, ti, tj ∈ r kuten kohdassa 1.
4. Tällöin kohtien 1 ja 3 perusteella jonolle t pätee t(XY ) = ti(XY ).
5. Tällöin kohtien 1 ja 3 perusteella myös t(Z − Y ) = tj(Z − Y ).
6. Kohdasta 4 ja induktio-oletuksesta 2 seuraa, että tällöin myös t(Z) =
ti(Z).
7. Kohdasta 6 seuraa suoraan t(Z − Y ) = ti(Z − Y ).
8. Kohdista 5 ja 7 seuraa, että ti(Z − Y ) = tj(Z − Y )
7. Nyt kohdista 3 ja 8 seuraa, että r |= X → (Z − Y ).
Otetaan seuraavaksi käyttöön vielä muutama aksioomista FD-MVD johdettavissa ole-
va eheä lisäaksiooma, jotka nyt myös todistetaan. Nämä täydentävät aksioomia MVD,
FMVD1 ja FMVD2. Tarjoamansa konkreettisen muodon puolesta ne kuitenkin tukevat
ja helpottavat oleellisesti joitakin todistuksia (Erityisesti Lemma 2.15). Olkoon W , X, Y ,
Z ja Z ′ attribuuttijoukkoja.
MVD2' Kehitetty augmentaatioaksiooma: Jos Z ⊆ W ja X  Y , niin WX  ZY .
Erityisesti tällöin seuraa suoraan, että WX  Y .
MVD4 Yhdisteaksiooma: Jos X  Y ja X  Z, niin X  Y Z.
MVD5 Dekompositioaksiooma: Jos X  Y ja X  Z, niin X  Y ∩ Z, X 
(Y − Z) ja X  (Z − Y ).
FMVD2' Kehitetty interaktioaksiooma: Jos X  Z, Y → Z ′, Z ′ ⊆ Z ja Z ∩Y = ∅,
niin X → Z ′.
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Lemma 2.11. Aksioomat MVD2', MVD4, MVD5 ja FMVD2' ovat eheitä.
Todistus. Eheys on mahdollista todistaa konstruoimalla aksioomat MVD2', MVD4,
MVD5, FMVD2' aikaisemmin eheiksi todistettujen aksioomien avulla, jolloin nämä uudet
aksioomat ovat välttämättä eheitä. Alla olevista MVD4 todistetaan suoraan aksioomista,
MVD5 ja MVD2' todistukseen käytetään lisäksi aksioomaa MVD4, FMVD2' todistukseen
käytetään lisäksi aksiooma MVD5.
Yhdisteaksiooma MVD4 on mahdollista päätellä seuraavasti:
1. X  Y Oletus
2. X  Z Oletus
3. X  Y X MVD2 (1)
4. Y X  Y Z MVD2 (2)
5. Y X  R− Y Z MVD0 (4)
6. X  ((R− Y Z)− Y X) MVD3 (3,5)
7. X  R−XY Z Joukon manipulointi (6)
8. X  (R−XY Z)(X − Y Z) MVD2 (7)
9. X  R− Y Z Joukon manipulointi (8)
10. X  Y Z MVD0 (9)
Dekompositioaksiooma MVD5 on mahdollista päätellä seuraavasti. Dekompositioak-
siooma saadaan yhdistämällä riippuvuudet 6, 8 ja 10 alla:
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1. X  Y Oletus
2. X  Z Oletus
3. X  R− Y MVD0 (1)
4. X  R− Z MVD0 (2)
5. X  R− (Y ∩ Z) MVD4 (3,4)
6. X  Y ∩ Z MVD0 (5)
7. X  (R− Y )(Y ∩ Z) MVD4 (3,6)
8. X  Y − Z MVD0 (7)
9. X  (R− Z)(Y ∩ Z) MVD4 (4,6)
10. X  Z − Y MVD0 (9)
Kehitetty augmentaatioaksiooma MVD2' saadaan seuraavasta päättelystä:
1. WX  Z MVD1
2. X  Y Oletus
3. WX  WY MVD2 (2)
4. WX  WY Z MVD4 (1,3)
5. WX  (R−WY Z) MVD0 (4)
6. WX  (R−WY Z)(WX − Y Z) MVD2 (5)
7. WX  Y Z MVD0 (6)
Kehitetty interaktioaksiooma FMVD2' on mahdollista päätellä seuraavasti:
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1. X  (Z − Y ) Oletus
2. Y → Z ′ Oletus
3. (R− Z)XY → (R− Z)XZ ′ FD2 (2)
4. (R− Z)XZ ′ → Z ′ FD1
5. (R− Z)XY → Z ′ FD3 (3,4)
6. X  X MVD1
7. X  (R−X) MVD0 (6)
8. X  (R−X)− (Z − Y ) MVD5 (1,7)
9. X  (R−X(Z − Y )) Joukon manipulointi (8)
10. X  (R−X(Z − Y ))(X − (Z − Y )) MVD2 (9)
11. X  (R− Z)Y Joukon manipulointi (10)
12. X → (Z ′ − (R− Z)Y ) FMVD2 (5,11)
13. X → (Z ′ − (R− (Z − Y ))) Joukon manipulointi (12)
14. X → Z ′ Joukon Z ′ sisältyminen joukkoon (Z − Y ).
Nyt on todistettu aksiomatisointiväitteen ensimmäinen osa eli aksioomien eheys. Seu-
raavaksi siirrytään täydellisyystarkasteluihin. Seuraavassa kahdessa osiossa konstruoidaan
laaja relaatioskeeman ja relaation rakenne, jota tarvitaan täydellisyystodistuksessa. An-
netaan aluksi relaatioskeeman attribuuttijoukkoja koskeva rakenne.
2.2.1 Relaatioskeeman rakenne täydellisyystodistuksissa
Tarvittava rakenne on relaatioskeeman attribuuttijoukkojen jaottelu, joka mahdollistaa
näiden joukkojen tehokkaan käsittelyn.
Ensin rakennetaan skeeman R attribuuttijoukoille sulkeuma. Tämä tehdään ottamalla
yksittäinen attribuuttijoukkoX ja joukko riippuvuuksia Σ ja ottamalla sulkeumaan kaikki
attribuutit, jotka joukosta X on mahdollista päätellä riippuvuuksien Σ avulla. Sulkeuma
tehdään erikseen funktionaalisille riippuvuuksille ja moniarvoisille riippuvuuksille.
Toisena attribuuttijoukoille tehtyä rakennetta yksinkertaistetaan määrittelemällä sille
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kanta. Tämä kanta jättää jäljelle vain sellaiset sulkeuman attribuuttijoukot, joiden käsit-
tely on välttämätöntä.
Määritelmä 2.12. Riippuvuuden sulkeuma. Olkoon X attribuuttijoukko relaatios-
keemassa R ja Σ kokoelma funktionaalisia ja moniarvoisia riippuvuuksia.
(i) Olkoon SX,Σ,FD ⊃ X joukko {A ∈ R |Σ `FD−MVD X → A}. Joukko SX,Σ,FD on
tällöin joukon X FD-sulkeuma riippuvuuksien Σ suhteen 4.
(ii) Olkoon SX,Σ,MV D ⊃ X joukko {A ⊆ R |Σ `FD−MVD X  A}. Joukko SX,Σ,MV D on
tällöin joukon X MVD-sulkeuma riippuvuuksien Σ suhteen.
Huomautus 2.13. Päättelyn suhteen on mahdollista muodostaa useanlaisia hiukan toisis-
taan poikkeavia sulkeumia. Luonnollinen sulkeuma olisi joukko {φ |Σ ` φ}. Nyt rajoitu-
taan kuitenkin vain riippuvuuksiin, joissa riippuvuuden etujäsen on X. Toiseksi joukko
muokataan vielä sellaiseksi, että se koostuu näiden riippuvuuksien takajäsenistä. Nämä
tekijät tuovat merkittäviä etuja seuraavan Lemman 2.15 osoittamalla tavalla.
Esimerkki 2.14. Olkoon R = {A,B,C,D,E} relaatioskeema ja A,B,C,D ja E yksit-
täisiä attribuutteja.
Olkoon Σ = ∅. Tällöin
(i) SA,Σ,FD = {A}.
(ii) SABC,Σ,FD = {A,B,C,AB,AC,BC,ABC}.
Olkoon Σ = {A→ DE}. Tällöin
(iii) SABC,Σ,FD = R.
Olkoon Σ = ∅. Tällöin
(iv) SA,Σ,MV D = {A,BCDE,ABCDE}.
4Jatkossa kyseinen rakenne voi esiintyä, paikoin implisiittisestikin, myös muodossa SX,Σ,FD = {A ⊆
R |Σ `FD−MVD X → A}. Tämä muoto ja sen johdannaiset voivat usein olla notationaalisesti selkeämpiä
johtuen yhdenmukaisuudesta moniarvoisen riippuvuuden sulkeuman määritelmään. Tämä yksityiskohta
ei aiheuta todistusten rakenteeseen muutosta.
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(v) SABC,Σ,MV D = {A,B,C,AB,AC,BC,ABC,BCDE,ACDE,ABDE,CDE,BDE,
ADE,DE,ABCDE}.
Sulkeumat SX,Σ,FD ja SX,Σ,MV D hajottavat aina attribuuttijoukon X osajoukot yk-
sittäisiksi attribuuteiksi. Mikäli sulkeuma ottaa kantaa attribuuttijoukkoihin, jotka eivät
ole X osajoukkoja, niin SX,Σ,FD hajottaa ne aina yksittäisiksi attribuuteiksi toisin kuin
SX,Σ,MV D.
Otetaan sitten käyttöön äärellisen joukon Boolen algebraan perustuva rakenne.5
Lemma 2.15. (i) Joukko P(SX,Σ,FD) on Boolen algebra universumissa⋃P(SX,Σ,FD) ⊆ R.
(ii) Joukko SX,Σ,MV D on Boolen algebra universumissa
⋃
SX,Σ,MV D = R.
Todistus. Sulkeuman täytyy siis sisältää oma yhdisteensä (universumi), tyhjä joukko ja
lisäksi olla suljettu yhdisteen, leikkauksen ja erotuksen suhteen.
(i) Väite seuraa attribuuttijoukkojen joukolle P(SX,Σ,FD), sillä kyseessä on todettua
aksioomien FD4 ja FD5 eheyttä heikompi tulos. Erityisesti aksiooman FD5 johdosta
sulkeumaan kuuluu jokainen yksittäinen attribuutti eikä vain leikkaukset. Lisäksi
tyhjä joukko kuuluu sulkeumaan aksiooman FD1 perusteella.
(ii) Väite seuraa attribuuttijoukkojen joukolle SX,Σ,MV D, sillä kyseessä on todettua ak-
sioomien MVD4 ja MVD5 eheyttä heikompi tulos. Lisäksi tyhjä joukko kuuluu sul-
keumaan aksiooman MVD1 perusteella. R =
⋃
SX,Σ,MV D, mikä ilmenee seuraavassa:
koska ∅ ∈ SX,Σ,MV D, niin aksioomasta MVD0 seuraa, että R ∈ SX,Σ,MV D.
Määritellään ensin Boolen algebran kanta ja todistetaan tämän jälkeen, että se on
hyvinmääritelty.
5Voidaan osoittaa että ei-tyhjän joukon S potenssijoukko muodostaa Boolen algebran silloin kun
∧ := ∩, ∨ := ∪ ja ¬ on joukon komplementti -operaatio. Pienin alkio 0 on tyhjä joukko ∅ ja suurin alkio
1 on joukko S. Tämän potenssijoukon osajoukko on Boolen algebra silloin kun se on suljettu kyseisten
operaatioiden suhteen ja mainitut pienin ja suurin alkio kuuluvat siihen. Joukkojen komplementin sijaan
joukkojen erotus -operaatiota käyttämällä saadaan ekvivalentti Boolen algebra.
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Määritelmä 2.16. Boolen algebran kanta. Olkoon S epätyhjä äärellinen joukko
ja B ⊆ P (S) tämän joukon Boolen algebra. Joukon B kanta on joukkoperhe W =
{W1, ...,Wn} ⊆ B siten, että
K1 ∪ni=1Wi = S;
K2 Wi 6= ∅ , kun 1 ≤ i ≤ n;
K3 Wi ∩Wj = ∅ , kun 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n ja i 6= j; ja
K4 jos W ′ ∈ B, W ′ 6= ∅ ja W ′ ⊆ Wi jollain 1 ≤ i ≤ n, niin W ′ = Wi.
Huomataan, että ehtojen K1, K2 ja K3 perusteella kanta on joukon S ositus. Ehdon
K4 perusteella kyseinen ositus on hienompi kuin mielivaltainen muu joukon S ositus.
Lemma 2.17. Olkoon B joukon R Boolen algebra. Tällöin Boolen algebralla B on yksi-
käsitteinen kanta W = {W1, ...,Wn} ⊆ B.
Todistus. Todistus esitetään liitteessä A.
Lemman 2.15 perusteella sulkeumat olivat Boolen algebroja, joten tällöin Lemman
2.17 perusteella näillä on myös yksikäsitteinen kanta. Sitä kutsutaan tässä yhteydessä
riippuvuuskannaksi. Saadaan siis seuraava korollaari.
Korollaari 2.18. (i) Joukolla P(SX,Σ,FD) on yksikäsitteinen riippuvuuskanta
KS,X,Σ,FD.
(ii) Joukolla SX,Σ,MV D on yksikäsitteinen riippuvuuskanta KS,X,Σ,MV D.
Riippuvuuskannan alkioihin voidaan viitata puhumalla sulkeuman atomaarisista att-
ribuuttijoukoista. Todistetaan vielä muutama tarvittava tulos.
Lemma 2.19. Kanta KS,X,Σ,FD on universumissa
⋃P(SX,Σ,FD) yksittäisen attribuutin
sisältävät joukot.
Todistus. Aiemmin todettiin, että aksiooman FD5 perusteella joukkoon SX,Σ,FD kuuluvat
myös yksittäiset attribuutit. Nämä luonnollisesti osittavat universumin eikä hienompaa
ositusta ole mahdollista tehdä. Kyseessä on siis Määritelmän 2.16 mukainen kanta.
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Huomautus 2.20. Tulevia täydellisyystodistuksia varten tehdään seuraava huomio. Sul-
keumissa SX,Σ,FD ja SX,Σ,MV D on, huolimatta jaottelusta kahden eri riippuvuuden mää-
räämiin sulkeumiin, molemmissa kaikkien aksioomien FD-MVD avulla ja sekä funktionaa-
lisista että moniarvoisista riippuvuuksista johdettuja riippuvuuksia (aksioomille ja jou-
kolle Σ ei sulkeumassa asetettu rajoituksia). Sulkeumat ovat kuitenkin tietyssä mielessä
itsenäisiä: sulkeumista johdetuissa kannoissa käytetään vain tiettyjä riippuvuuksia: funk-
tionaalisen riippuvuuden sulkeuman kanta rakennetaan pelkkien funktionaalisten riippu-
vuuksien avulla saman pätiessä moniarvoisen riippuvuuden sulkeuman kantaan. Näin ol-
len aksioomien ja joukon Σ rajoittamattomuus ei tuo tarkasteluihin muutosta verrattuna
tilanteeseen, jossa käsiteltäisiin vain yhden laisia riippuvuuksia ja riippuvuuden aksioomia
(esimerkkinä joukko Σ, joka sisältäisi pelkkiä funktionaalisia riippuvuuksia ja päättely-
sääntöinä käytettäisiin pelkkiä aksioomia FD.).
Seuraava lemma on tärkeä tulevan osion vastaesimerkkirelaation (Määritelmä 2.23)
konstruoimisen kannalta.
Lemma 2.21. Olkoon SX,Σ,FD sulkeuma. Tällöin kaikilla A ∈ SX,Σ,FD, {A} ∈ SX,Σ,MV D.
Todistus. Tämä seuraa yksinkertaisesti aksioomasta FMVD1.
Tarvittavat tulokset ovat tässä koossa ja eteenpäin siirryttäessä voitaisiin pysähtyä
tähän mutta määritellään vielä funktionaalisen riippuvuuden sulkeuman kantaan lisä-
rakenne, jonka avulla jatkossa on notationaalisesti yksinkertaisempaa käsitellä kyseistä
rakennetta. Alkuperäiseen kantaan tullaan lisäämään funktionaalisen riippuvuuden sul-
keuman ulkopuolelle jäävä relaatioskeeman R osajoukko. Tällöin kyseinen rakenne ottaa
kantaa koko relaatioskeemaan kuten myös moniarvoisen riippuvuuden kanta, mikä on ta-
voiteltava ominaisuus. On kuitenkin huomattava, että nyt kyseessä ei ole enää minkään
aidon sulkeuman kanta, jolloin on mielekästä puhua vain erityisestä attribuuttijoukkojen
kokoelmasta.
Määritelmä 2.22. Kannan KS,X,Σ,FD täydennys. Olkoon X attribuuttijoukko skee-
massa R ja olkoon joukko {A1, ..., An} sulkeuman SX,Σ,FD kanta. Kannan täydennys on
W = {A1, ..., An, (R− SX,Σ,FD)} := {W1, ...,Wn+1}.
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2.2.2 Vastaesimerkkirelaatio täydellisyystodistuksissa
Seuraavaksi rakennetaan täydellisyystodistuksessa tarvittava erityinen relaatio. Täydel-
lisyystodistus laajemmin tulee rakentumaan sille, että riippuvuuksien joukolle Σ ja yk-
sittäiselle riippuvuudelle φ todistetaan: jos Σ 6` φ, niin tällöin on olemassa relaatio r
siten, että r |= Σ ja r 6|= φ. Aloitetaan rakentamalla ensin aksioomajoukkojen FD ja
MVD yhteisessä aksiomatisoinnissa käytettävä relaatio. Tämän jälkeen annetaan vastae-
simerkkirelaatio aksioomajoukoille FD ja MVD yksittäin: nämä saadaan ensimmäisestä
vastaesimerkkirelaatiosta erityistapauksena.
Relaatio on rakenteeltaan yksinkertainen ja nousee tietyssä mielessä luonnollisesti ky-
seisille riippuvuuksille. Kyseinen relaatio, relaatio r, liittyy oleellisesti edellisessä luvussa
määriteltyyn relaatioskeeman rakenteeseen, joten se olisi luonnollista indeksöidä muotoon
rK,S,X,Σ. Jos relaation suhde näihin on kuitenkin selkeä, merkitään relaatiota yksinkertai-
sesti vain r.
Konstruoidaan ensin siis relaatio ja annetaan sitten kolme aputulosta AT1 - AT3, jot-
ka auttavat karakterisoimaan mielivaltaisen riippuvuuden toteutuvuuden kyseisessä re-
laatiossa: toteutuvat riippuvuudet ovat aputuloksissa esiintyvät riippuvuudet, näistä yh-
disteaksiooman avulla saadut sekä triviaalisti (kuten pian voidaan nähdä) funktionaaliset
riippuvuudet, joiden takajäsen on joukon SX,Σ,FD osajoukko.
Määritelmä 2.23. Vastaesimerkkirelaatio r aksioomajoukolle FD-MVD. Olkoon
X attribuuttijoukko skeemassa R ja Σ joukko riippuvuuksia. Olkoon {A1, ..., An} jou-
kon SX,Σ,FD riippuvuuskanta. Olkoon joukko W = {A1, ..., An,Wn+1, ...,Wn+m} joukon
SX,Σ,MV D riippuvuuskanta. Olkoon tarvittu vastaesimerkkirelaatio r sellainen R-relaatio,
että se sisältää kaikki sellaiset jonot t, joille
(i) t(A) = 0 kaikilla A ∈ SX,Σ,FD.
(ii) Jos Wi kuuluu riippuvuuskantaan ja Wi ∈ (W − SX,Σ,FD), niin t(B) = 0 kaikilla
B ∈ Wi tai t(B) = 1 kaikilla B ∈ Wi (ks. Taulukko 2.3).
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W1 ... Wn
Wn+1 ... Wn+m−1 Wn+m
A1 ... An
0 ... 0 1 ... 1 ... 1 ... 1 1 ... 1
0 ... 0 1 ... 1 ... 1 ... 1 0 ... 0
0 ... 0 1 ... 1 ... 0 ... 0 1 ... 1
0 ... 0 1 ... 1 ... 0 ... 0 0 ... 0
...
. . .
...
...
. . .
...
. . .
...
. . .
...
...
. . .
...
0 ... 0 0 ... 0 ... 1 ... 1 1 ... 1
0 ... 0 0 ... 0 ... 1 ... 1 0 ... 0
0 ... 0 0 ... 0 ... 0 ... 0 1 ... 1
0 ... 0 0 ... 0 ... 0 ... 0 0 ... 0
Taulukko 2.3: R-relaatio r
Ennen kuin todistetaan toteutuvia riippuvuuksia todetaan, että ylläolevasta relaatios-
ta saadan helposti seuraava aksioomille FD tarkoitettu relaatio. Tehdään relaatio sulkeu-
man SX,Σ,FD riippuvuuskannalle ja täydennetään kanta kohdan 2.22 määritelmää käyt-
täen, jolloin nyt kyseinen täydennys on joukko W . Tällöin relaation 2.23 määritelmä
surkastuu suoraan seuraavanlaiseksi.
Korollaari 2.24. Vastaesimerkkirelaatio r aksioomajoukolle FD. Olkoon X att-
ribuuttijoukko skeemassa R ja Σ joukko riippuvuuksia. Olkoon joukon SX,Σ,FD kannan
täydennys W = {A1, ..., An, (R − SX,Σ,FD)} = {W1, ...,Wn+1}, missä Ai ∈ SX,Σ,FD. Nyt
r = {t, t′} on relaatio siten, että kaikilla A ∈ SX,Σ,FD on t(A) = t′(A) = 0 ja kaikilla
B 6∈ SX,Σ,FD on t(B) = 0 ja t′(B) = 1 (Ks. Taulukko 2.4).
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W1 ... Wn Wn+1
A1 ... An (R− SX,Σ,FD)
0 ... 0 1 ... 1
0 ... 0 0 ... 0
Taulukko 2.4: R-relaatio r
Aksioomajoukolle MVD saadaan suoraan relaatiota 2.23 muistuttava relaatio, josta
vain puuttuu sulkeuman SX,Σ,FD kannan osuus.
Korollaari 2.25. Vastaesimerkkirelaatio r aksioomajoukolle MVD. Olkoon X att-
ribuuttijoukko skeemassa R, Σ joukko riippuvuuksia ja joukko W = {W1, ...,Wn} aikai-
semmin määritellyn joukon SX,Σ,MV D riippuvuuskanta. Vastaesimerkkirelaatio r on R-
relaatio, joka sisältää kaikki sellaiset jonot t, joille toteutuu seuraava. Jos Wi kuuluu riip-
puvuuskantaan, niin t(B) = 0 kaikilla B ∈ Wi tai t(B) = 1 kaikilla B ∈ Wi (ks. Taulukko
2.5).
W1 ... Wn−1 Wn
1 ... 1 ... 1 ... 1 1 ... 1
1 ... 1 ... 1 ... 1 0 ... 0
1 ... 1 ... 0 ... 0 1 ... 1
1 ... 1 ... 0 ... 0 0 ... 0
...
. . .
...
. . .
...
. . .
...
...
. . .
...
0 ... 0 ... 1 ... 1 1 ... 1
0 ... 0 ... 1 ... 1 0 ... 0
0 ... 0 ... 0 ... 0 1 ... 1
0 ... 0 ... 0 ... 0 0 ... 0
Taulukko 2.5: R-relaatio r
Määritellään seuraavaksi relaatiossa toteutuvat riippuvuudet. Aputulokset AT1 - AT3
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määräävät toteutuvat riippuvuudet relaatiossa 2.23. Tulos AT1 määrittää toteutuvat riip-
puvuudet aksioomien FD relaatiolle 2.24. Kohdat AT2 ja AT3 määrittävät riippuvuudet
aksioomien MVD relaatiolle 2.25.
Todistusten tarkemman tarkastelun kannalta on hyödyllistä huomata, että huolimatta
siitä, että todistuksissa tullaan käyttämään paikoittain apuna aksioomia FD-MVD, ar-
gumentit rakentuvat tosiasiallisesti vain relaation r määritelmälle. Aksioomien FD-MVD
käyttö antaa todistuksen näin ollen tarvittavaa yleisempänä. Käytännössä niiden käyttö
yksinketaistaa yksittäisiä argumentteja.
Lemma 2.26. Olkoon kohdissa AT1 ja AT3 toteutuva Wi ∈ (W − SX,Σ,FD).
AT1 Jos attribuuttijoukko Y on joukon Wi epätyhjä osajoukko, pätee r |= Z → Y jos ja
vain jos Z ∩Wi 6= ∅ 6.
AT2 Kaikille Wi pätee r |= Z  Wi.
AT3 Jos attribuuttijoukko Y on joukon Wi epätyhjä aito osajoukko, on r |= Z  Y jos
ja vain jos Z ∩Wi 6= ∅.
Todistus. Todistetaan ensin väite AT1. Oleellisesti todistuksessa ilmenee, että mikäli jou-
kot Z ja Wi leikkaavat, niin Z tietyllä tapaa lukitsee Wi arvot, mukaanlukien attribuutti-
joukon Y arvot, funktionaaliseen riippuvuuteen. Mikäli joukot eivät leikkaa, Wi arvot, ja
Y arvot, sekoittuvat täysin.
Käydään läpi ensin väitteen toinen osa "⇐"käymällä läpi kaikki mahdolliset tapaukset
relaatiossa r. Todistetaan väite käymällä argumentit listan muodossa läpi. Hahmotelman-
omainen Kuva 2.2 selventää ideaa.
1. Määritelmän nojalla R-relaatiossa r kaikilla t ja kaikilla A,B ∈ Wi on t(A) = t(B).
2. Jos Y ⊆ Wi ja Y 6= ∅, niin jos jollain t, t′ ∈ r on t(Z ∩Wi) = t′(Z ∩Wi), missä
Z ∩Wi 6= ∅, niin kohdan 1 perusteella on myös t(Y ) = t′(Y )
6Voidaan osoittaa, että pätee myös väitteen AT1 laajennus, jossa joukon Y on vain leikattava joukko
Wi. Tällöin, aikaisempien tapauksien lisäksi, joukko Y leikkaisi joukon SX,Σ,FD tai joukko Y leikkaisi
jonkin muun joukon Wj ∈ W . Näissä tapauksissa suoraan myös r |= Z → Y jos ja vain jos Z ∩Wi 6= ∅
ja Z ∩Wj 6= ∅.
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3. Jos t(Z) = t′(Z), niin tähän sisältyy myös t(Z ∩Wi) = t′(Z ∩Wi) jolloin kohdan 2
perusteella t(Y ) = t′(Y ).
4. Tällöin Fd-riippuvuuden määritelmän perusteella kohdasta 3 saadaan r |= Z → Y .
Tämä todistaa väitteen AT1 osan.
Kuva 2.2: Joukot Wi, Y ja Z sekä jonojen t ja t
′ vastaavien attribuuttijoukkorajoittumien
ekvivalenssi.
Todistetaan sitten kontrapositiolla väitteen AT1 implikaation toinen suunta "⇒". Ku-
va 2.3 selventää ideaa.
1. Oletetaan, että Y ⊆ Wi, missä Wi ∈ (W − SX,Σ,FD).
2. Oletetaan, että attribuuttijoukko Z, jolle Z ∩Wi = ∅, on muuten mielivaltainen.
3. Kohdan 1 ja määritelmän nojalla R-relaatiossa r kaikilla t on t(Y ) = t(Wi).
4. Relaation r määritelmän mukaan rajoittumassa r′ = r(Wn+1...Wn+m), missä Wi ∈
(W − SX,Σ,FD), on r′-jonoina kaikki alkioiden 1 ja 0 kombinaatiot.
5. Relaation r määritelmän mukaan rajoittumassa r′′ = r(W1...Wn), missä Wi ∈
(SX,Σ,FD), on r
′′-jonoina pelkkkiä 0-jonoja.
6. Kohtien 2, 4 ja 5 perusteella saadaan, että on aina olemassa kaksi jonoa t, t′ ∈ r
siten, että kun t(Z) = t′(Z), niin t(Wi) 6= t′(Wi).
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7. Kohdan 3 ja 6 perusteella saadaan, että on aina olemassa kaksi jonoa t, t′ ∈ r siten,
että kun t(Z) = t′(Z), niin t(Y ) 6= t′(Y ).
8. Kohdan 7 perusteella siis r 6|= Z → Y .
9. Koska kyseessä oli kontrapositiotodistus, on nyt kohtien 1 ja 8 välisen implikaation
perusteella väitteen AT1 toinen osa todistettu.
Kuva 2.3: Joukot Wi, Y ja Z sekä r-jonojen rajoittumien arvoja.
Todistetaan sitten väite AT2 käymällä läpi kaikki tapaukset.
(i) Wi ∈ SX,Σ,FD
1. Koska kaikilla t, t′ ∈ r on nyt t(Wi) = t′(Wi), niin riippuvuuden määritelmästä
ja siihen sisältyvän implikaation totuusmääritelmästä johtuen tällöin on kaikilla
Z ⊆ R myös r |= Z → Wi.
2. Tällöin aksiooman FMVD1 nojalla r |= Z  Wi.
(ii) Wi ∈ (W − SX,Σ,FD)
1. Jos Wi ∈ (W − SX,Σ,FD), niin r rajoittumassa r′ = r(W − SX,Σ,FD) on r′-
jonoina kaikki alkioiden 1 ja 0 kombinaatiot. Toisin sanoen kaikilla t′, t′′ ∈ r′
on olemassa kombinaatio t siten, että t(Wi) = t
′(Wi) ja t((W−SX,Σ,FD)−Wi) =
t′′((W − SX,Σ,FD)−Wi).
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2. Kohdan 1 perusteella on myös kaikilla t′, t′′ ∈ r olemassa t siten, että t(Wi) =
t′(Wi) ja t(R −Wi) = t′′(R −Wi). Tämä siksi että attribuutit joukossa R −
(W − SX,Σ,FD) eli joukossa SX,Σ,FD saavat r määritelmän mukaan vain arvon
nolla.
3. Tällöin ns. merkityksettömän totuuden periaatteen perusteella myös kaikille
t′, t′′ ∈ r, joille t′(∅) = t′′(∅), on olemassa t siten, että t′(∅) = t′′(∅) = t(∅),
t(Wi) = t
′(Wi) ja t(R−Wi) = t′′(R−Wi).
4. Tällöin riippuvuuden määritelmän perusteella kohdasta 3 seuraa, että r |= ∅
Wi.
5. Olkoon Z mielivaltainen. Tällöin kehitetyn augmentaatioaksiooman MVD2'
perusteella kohdan 4 riippuvuudesta saadaan johdettua Z  Wi.
6. Tällöin eheyden perusteella r |= Z  Wi.
Kohdista (i) ja (ii) saadaan yhdistäen, että r |= Z  Wi kaikilla Wi. Tämä oli väite AT2.
Todistetaan sitten väite AT3. Aloitetaan todistamalla toinen osa "⇐". Väitteen AT1
mukaan jos Y ⊆ Wi, Y 6= ∅ ja Z ∩Wi 6= ∅, niin r |= Z → Y . Tällöin aksiooman FMVD1
perusteella r |= Z  Y .
Todistetaan sitten kontrapositiolla väitteen AT3 implikaation toinen suunta "⇒". Ku-
va 2.4 selventää ideaa.
1. Oletetaan, että moniarvoiselle riippuvuudelle Z  Y on Y ( Wi, missä Wi ∈
(W − SX,Σ,FD), ja Z ∩Wi = ∅.
2. Olkoon Y ′ ∈ (Wi − Y ).
3. Olkoon ti, tj ∈ r sellaiset, että ti(Z) = tj(Z), ti(Y ′) = 1 ja jollain Y ′′ ∈ Y on
tj(Y
′′) = 0. Tällaiset ti ja tj löytyvät r määritelmän perusteella.
4. Nyt relaation r määritelmän perusteella ei ole olemassa jonoa t ∈ r siten, että
t(Z) = ti(Z) = tj(Z), t(Y
′) = 1 ja t(Y ′′) = 0, sillä kaikilla Y ′, Y ′′ ∈ Wi kuului olla
t(Y ′) = t(Y ′′).
5. Tällöin siis r 6|= Z  Y .
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6. Koska kyseessä oli kontrapositiotodistus, on nyt kohtien 1 ja 5 välisen implikaation
perusteella väitteen AT3 toinen osa todistettu.
Kuva 2.4: Joukot Wi, Y ja Z sekä r-jonojen rajoittumien arvoja. Jonojen ti ja tj arvot on
esitetty horisontaalisesti oikealla. Eri jonojen t mahdolliset arvot on esitetty vertikaalisesti
vasemmalla. Moniarvoisen riippuvuuden toteutumattomuus tässä tilanteessa murtuisi, jos
olisi mahdollista esittää vasemmalla vertikaalinen jono (0, 1). Kahden ulottuvuuden käyttö
perustuu tässä siihen, että jonoille ti ja tj kriittistä on jonojen väliset arvot kun taas jonolle
t arvot jonon sisällä.
2.2.3 Täydellisyyslauseet
Todistetaan seuraavaksi aksioomien FD täydellisyys. Tämä todistus on itsenäinen jäljem-
pänä olevasta aksioomien FD-MVD täydellisyystodistuksesta. Todistukset muistuttavat
pohjimmiltaan hieman toisiaan, joten niitä on mahdollista verrata.
Lause 2.27. Aksioomajoukko FD on täydellinen.
Todistus. Olkoon Σ joukko funktionaalisia riippuvuuksia. On siis todistettava, että jos
Σ |= X → Y , niin Σ ` X → Y . Todistetaan kontrapositiolla: jos Σ 6` X → Y , niin
Σ 6|= X → Y . Riittää osoittaa, että on olemassa r siten, että r |= Σ ja r 6|= X → Y .
Olkoon kohdassa 2.24 määritelty r = rK,S,X,Σ,FD kyseessä oleva relaatio. Todistetaan,
että ylläolevat väitteet pätevät.
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1. Oletetaan, että Σ 6` X → Y .
2. Relaatiolle r on selvästi t(X) = t′(X).
3. Yhdisteaksiooman FD4 kontraposition nojalla, jos Σ 6` X → Y , niin on olemassa
Y ′ ∈ Y siten, että Σ 6` X → Y ′.
4. Kohdan 1 ja 3 nojalla on olemassa A′ ∈ Y ∩ (R− SX,Σ,FD).
5. Kohdan 2, 4 ja relaation r määritelmän nojalla r 6|= X → Y .
Toisaalta r |= Σ, mikä todistetaan seuraavassa.
1. Olkoon U → V ∈ Σ.
2. Olkoon U ∩ (R− SX,Σ,FD) 6= ∅
3. Joko väitteen AT1 kohdalla esitetyn lisäyksen, vastaesimerkkirelaation 2.24 raken-
teen ja kohdan 2 perusteella tai sitten triviaalein perustein r |= U → V .
4. Oletetaan kohdan 2 negaatio U ⊆ SX,Σ,FD. Tehdään seuraava päättely.
4.1. U → V Σ
4.2. SX,Σ,FD → U Oletus
4.3. SX,Σ,FD → V FD3 (4.2,4.1)
4.4. X → SX,Σ,FD Oletus (SX,Σ,FD määritelmä + FD4)
4.5. X → V FD3 (4.4,4.3)
5. Kohdan 4.5 ja SX,Σ,FD määritelmän perusteella V ⊆ SX,Σ,FD.
6. Kohdan 5 ja relaation r määritelmän perusteella kaikilla t, t′ ∈ r on t(V ) = t′(V ).
7. Tällöin kohtien 4 ja 6 välisen päättelyn perusteella r |= U → V .
8. Yhdistämällä oletukset 2 ja 4 ja näitä vastaavat tulokset 3 ja 7 saadaan r |= U → V .
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Huomautus 2.28. Lause 2.27 eroaa periaatteeltaan kirjallisuudessa esiintyvistä funktio-
naalisen riippuvuuden täydellisyystodistuksista (esimerkiksi lähde [2]) siinä, että nyt käy-
tettävässä Lemman 2.12 mukaisessa sulkeumassa SX,Σ,FD on myös moniarvoisten riip-
puvuuksien aksioomien ja moniarvoisten riippuvuuksien avulla saatuja funktionaalisia
riippuvuuksia (aksioomille ja joukolle Σ ei sulkeumassa asetettu rajoituksia). Tämä ei
huomautuksen 2.20 perusteella kuitenkaan synnytä täydellisyyden suhteen monitulkintai-
suutta. Todistuksessa ei kertaakaan argumentoida minkään ominaisuuden johdosta, joka
liittyisi juuri näihin moniarvoisiin riippuvuuksiin. Argumentti olisi sama, vaikka kysei-
nen sulkeuma olisi saatu käyttämällä vain funktionaalisia riippuvuuksia. Täydellisyysar-
gumentointi pohjautuu sen sijaan aksioomien osalta vain aksioomajoukkoon FD.
Lause 2.29. Aksioomajoukko FD-MVD on täydellinen.
Todistus. Todistetaan siis, että jos Σ |= φ, niin Σ ` φ. Annettava todistus on
kontrapositio-todistus. Olkoon R relaatioskeema. Olkoon Σ 6` φ, missä φ = X  Y
tai φ = X → Y . Osoitetaan, että Σ 6|= φ, konstruoimalla vastaesimerkki r, jolle on r |= Σ
mutta r 6|= φ.
Vastaesimerkki r on konstruoitu määritelmässä 2.23 ja siinä toteutuvat riippuvuudet
on kuvattu Lemmassa 2.26. Kyseisen lemman väitteisiin tullaan viittaamaan puhumalla
väitteistä AT1 - AT3.
Osoitetaan, että r |= Σ. Osoitetaan, että mikäli oletetaan joukkoon Σ sisältyvän relaa-
tiossa r ei-toteutuva riippuvuus, niin tällöin on tästä riippuvuudesta johdettavissa ristirii-
ta. Tämä ristiriita muodostuu joukosta Σ johdettaviin attribuuttijoukon X riippuvuuksiin
nähden. Toisin sanoen todistetaan, että mikäli joukkoon Σ oletettaisiin kuuluvan jokin
relaatiossa r toteutumaton riippuvuus, niin tämä vaatisi välttämättä attribuuttijoukon
X sulkeumaan erilaisia atomaarisia attribuuttijoukkoja Wi. Tästä siis saadaan, että jou-
kon Σ riippuvuuksien on välttämättä oltava relaatiossa r toteutuvia. Tämä käydään alla
yksityiskohtaisesti läpi.
Olkoon U → V ∈ Σ. Aksiooman FD4 perusteella tällöin riittää tarkastella riippuvuut-
ta U → B, missä B ∈ V . Tutkitaan kahta erillistä tapausta, joista toisella on vielä kaksi
alitapausta:
(i) Jos B ∈ SX,Σ,FD, niin r |= U → B, sillä tällöin kaikilla t, t′ ∈ r on t(B) = t′(B).
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(ii) Jos B ∈ Wi, missä Wi ∈ (W − SX,Σ,FD), riittää tutkia seuraavia tapauksia:
- U ja Wi ovat erilliset
1. Kannan W määritelmästä saadaan Σ ` X  Wi.
2. Oletuksen mukaan oli Σ ` U → B.
3. Kehitetyn interaktioaksiooman (FMVD2') avulla saadaan kohdista 1 ja 2
Σ ` X → B.
4. Oletuksen mukaan oli B 6∈ SX,Σ,FD.
5. Kohdat 3 ja 4 tuottavat ristiriidan. On siis oltava tosi lähtöoletukselle
käänteinen väite, että U ja Wi leikkaavat.
- Jos U ja Wi leikkaavat, niin väitteen AT1 nojalla r |= U → B.
Kummassakin tapauksessa täten mainitun aksiooman FD4 perusteella pätee r |= U → V .
Olkoon sitten U  V ∈ Σ. Tällöin väitteestä AT2 seuraa, että r |= U  (V ∩SX,Σ,FD).
Seuraavassa todistetaan, että myös kaikilla i pätee r |= U  (V ∩Wi). Olkoon jollain i
joukko V ∩Wi joko tyhjä joukko tai koko joukko Wi. Väitteen AT2 nojalla r |= U  Wi.
Huomautuksen 2.5 perusteella myös r |= U  ∅. Olkoon sitten V 6= ∅ ja V ∩Wi ( Wi
jollain i. Tutkitaan kahta erillistä tapausta.
(i) U ja Wi ovat erillisiä.
1. Jos U ja Wi ovat erillisiä, voidaan riippuvuudesta U  V saada kehitetyn
augmentaatioaksiooman MVD2' avulla (R−Wi) V .
2. Kannan määritelmää ja aksioomaa MVD4 käyttäen saadaan mille tahansa X
johdettua X  (R−Wi).
3. Tällöin transitiivisuusaksioomaa MVD3 käyttäen kohdista 1 ja 2 saadaan X 
(V − (R−Wi)).
4. Tällöin ekvivalentisti X  (V ∩Wi). Tämä taas on ristiriita, sillä riippuvuus-
kannassa kuului olla kaikki minimaaliset johdettavat attribuuttijoukot.
5. Tällöin on oltava, että U ja Wi leikkaavat toisiaan.
(ii) U ja Wi leikkaavat toisiaan.
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1. Jos U jaWi leikkaavat toisiaan, on väitteen AT3 perusteella r |= U  (V ∩Wi).
Ylläolevista seuraa, että kaikilla i on r |= U  (V ∩Wi), kun Wi ∈ (W − SX,Σ,FD), ja
r |= U  (V ∩ SX,Σ,FD). Tällöin yhdisteaksiooman MVD4 perusteella myös r |= U  V .
Nyt on osoitettu implikaation ensimmäinen puoli kokonaisuudessaan. Osoitetaan seu-
raavaksi implikaation jälkimmäisen osan mukaisesti, että r 6|= φ.
(i) Olkoon ensin φ riippuvuus X → Y .
1. Lauseen 2.29 alun oletuksen Σ 6` X → Y mukaan tällöin Y 6⊆ SX,Σ,FD.
2. Samoin lauseen 2.29 alun oletuksen johdosta välttämättä Y 6= ∅.
3. Kohdan 1 ja 2 nojalla välttämättä Y ∩ Wi 6= ∅ jollain Wi ∈ W , jolle Wi ∈
(W − SX,Σ,FD).
4. Tehdään ristiriitatodistus olettamalla r |= X → Y .
5. Dekompositioaksiooman FD5 perusteella kohdasta 4 seuraa r |= X → Y ∩Wi,
missä Wi on kuten kohdassa 3.
6. Relaation r määritelmän mukaan kuului olla, että SX,Σ,FD ja Wi ovat erillisiä,
jolloin myös ovat X ja Y ∩Wi erillisiä.
7. Tällöin r |= X → Y ∩Wi tuottaa ristiriidan väitteen AT1 kanssa.
(ii) Olkoon seuraavaksi φ moniarvoinen riippuvuus X  Y . Todistus muistuttaa yllä-
olevaa todistusta funktionaaliselle riippuvuudelle.
1. Lauseen 2.29 alun oletuksen Σ 6` X  Y mukaan tällöin Y 6= Wi millä tahansa
i.
2. Samoin lauseen 2.29 alun oletuksen johdosta välttämättä Y 6= ∅.
3. Kohdan 1 ja 2 nojalla välttämättä Y ∩Wi ( Wi ja Y ∩Wi 6= ∅ jollain Wi ∈ W ,
jolle Wi ∈ (W − SX,Σ,FD).
4. Tehdään ristiriitatodistus olettamalla r |= X  Y .
5. Dekompositioaksiooman MVD5 perusteella kohdasta 4 seuraa r |= X  Y ∩
Wi, missä Wi on kuten kohdassa 3.
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6. Relaation r määritelmän mukaan kuului olla, että SX,Σ,FD ja Wi ovat erillisiä,
jolloin myös ovat X ja Y ∩Wi erillisiä.
7. Tällöin r |= X  Y ∩Wi tuottaa ristiriidan väitteen AT3 kanssa.
Yllä todistettiin r |= Σ mutta riippuvuudelle φ päti silti r 6|= φ. Tämä todisti alun
väitteen eli joukko FD-MVD on täydellinen.
Huomautus 2.30. Ylläoleva todistus käyttää kaikkia aksioomia FD-MVD. Osa näistä tu-
lee käytetyksi Lemman 2.11 kautta. Lisäksi aksiooma FMVD1 tulee käytetyksi Lemmassa
2.21. Todistus ei näin ollen anna ainakaan puitteissaan syytä olettaa, että mikään aksioo-
mista olisi tarpeeton muiden ollessa voimassa.
Todistetaan seuraavaksi, että pelkkä aksioomajoukko MVD on itsessään täydellinen
moniarvoisille riippuvuuksille. Todistus on mahdollista antaa kahdella tavalla. Esitellään
ensin itsenäinen todistus, joka muistuttaa rakenteeltaan edellisiä. Tämän jälkeen annetan
Lauseesta 2.29 johdettu lyhyempi todistus. Tarpeen mukaan lukijalla on mahdollisuus
seurata vain toinen, sillä todistusten tulokset ovat samat.
Lause 2.31. Aksioomajoukko MVD on täydellinen.
Todistus. Lauseen todistus saadaan helposti ylläolevaa todistusta muokkaamalla. Todis-
tusta varten otetaan yksinkertaisesti pois funktionaalisten riippuvuuksien osuus: moniar-
voisia riippuvuuksia koskevat osat eivät näet oleellisesti sisällä argumenteissa funktionaali-
sia riippuvuuksia. Väitteen r 6|= φ argumentteihin tulee tosin joitakin muutoksia. Käydään
tämä yksityiskohtaisesti läpi.
Todistettavana on siis, että jos Σ |= φ, niin Σ ` φ. Annettava todistus on kontrapositio-
todistus. Olkoon R relaatioskeema. Olkoon Σ 6` φ, missä φ = X  Y . Osoitetaan, että
Σ 6|= φ, konstruoimalla vastaesimerkki r, jolle on r |= Σ mutta r 6|= φ.
Vastaesimerkki r on konstruoitu määritelmässä 2.25 ja siinä toteutuvat riippuvuudet
on kuvattu Lemmassa 2.26. Kyseisen lemman väitteisiin tullaan viittaamaan puhumalla
väitteistä AT2 - AT3.
Osoitetaan, että r |= Σ. Olkoon U  V ∈ Σ. Todistetaan ensin, että tällöin kaikilla i
pätee r |= U  (V ∩Wi). Olkoon jollain i joukko V ∩Wi joko tyhjä joukko tai koko joukko
Wi. Väitteen AT2 nojalla r |= U  Wi. Huomautuksen 2.5 perusteella myös r |= U  ∅.
Olkoon sitten V 6= ∅ ja V ∩Wi ( Wi jollain i. Tutkitaan kahta erillistä tapausta.
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(i) U ja Wi ovat erillisiä.
1. Jos U ja Wi ovat erillisiä, voidaan riippuvuudesta U  V saada kehitetyn
augmentaatioaksiooman MVD2' avulla (R−Wi) V .
2. Kannan määritelmää ja aksioomaa MVD4 käyttäen saadaan mille tahansa X
johdettua X  (R−Wi).
3. Tällöin transitiivisuusaksioomaa MVD3 käyttäen kohdista 1 ja 2 saadaan X 
(V − (R−Wi)).
4. Tällöin ekvivalentisti X  (V ∩Wi). Tämä taas on ristiriita, sillä riippuvuus-
kannassa kuului olla kaikki minimaaliset johdettavat attribuuttijoukot.
5. Tällöin on oltava, että U ja Wi leikkaavat toisiaan.
(ii) U ja Wi leikkaavat toisiaan.
1. Jos U jaWi leikkaavat toisiaan, on väitteen AT3 perusteella r |= U  (V ∩Wi).
Ylläolevista seuraa yhdisteaksiooman MVD4 avulla myös r |= U  V .
Nyt on osoitettu implikaation ensimmäinen puoli kokonaisuudessaan. Osoitetaan seu-
raavaksi implikaation jälkimmäisen osan mukaisesti, että r 6|= φ. Olkoon φ moniarvoinen
riippuvuus X  Y .
1. Lauseen 2.31 alun oletuksen Σ 6` X  Y ja huomautuksen 2.20 mukaan tällöin
Y 6= Wi millä tahansa i. (Myös Y 6= Wi ∪ ... ∪Wj millä tahansa i, ..., j arvoilla).
2. Samoin lauseen 2.31 alun oletuksen johdosta välttämättä Y 6= ∅.
3. Kohtien 1 ja 2 nojalla välttämättä Y ∩Wi ( Wi ja Y ∩Wi 6= ∅ jollain Wi ∈ W .
4. Kohdan 3 nojalla ei voi olla, että Y ∩Wi ( X, sillä joukon SX,Σ,MV D alkiot, jotka
ovat joukon X osajoukkoja, ovat kaikki yksiöitä. Tämä taas johtuu aksioomasta
MVD1.
5. Tehdään ristiriitatodistus olettamalla r |= X  Y .
6. Dekompositioaksiooman MVD5 perusteella kohdasta 5 seuraa r |= X  Y ∩Wi,
missä Wi on kuten kohdassa 3.
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7. Kohtien 1 ja 4 nojalla kuului olla, että X ja Y ∩Wi ovat erillisiä, jolloin r |= X 
Y ∩Wi tuottaa ristiriidan väitteen AT3 kanssa.
8. Kohdan 7 ristiriidan perusteella on välttämättä tosi kohdan 5 negaatio eli r 6|= X 
Y .
Yllä todistettiin r |= Σ mutta riippuvuudelle φ päti silti r 6|= φ. Tämä todisti alun
väitteen eli joukko MVD on täydellinen.
Huomautus 2.32. Moniarvoisen riippuvuuden täydellisyystodistus on riippumaton sulkeu-
man 2.12 määritelmästä samassa mielessä kuin funktionaalisten riippuvuuksien tapauk-
sessa Huomautuksessa 2.28.
Allaolevassa Korollaarissa 2.34 johdetaan aksioomien MVD täydellisyys aksioomien
FD-MVD täydellisyystodistuksesta. Annetaan aluksi tähän tarvittava lemma.
Lemma 2.33. Kun joukossa Σ on pelkästään moniarvoisia riippuvuuksia niin tällöin
aksioomat FD-MVD eivät tuo mitään uusia riippuvuuksia, joita aksioomilla MVD ei jo
voisi päätellä.
Todistus. Olkoon joukossa Σ vain moniarvoisia riippuvuuksia. Ainoa tapa johtaa joukos-
ta Σ uusia moniarvoisia riippuvuuksia käyttäen lauseen 2.29 aksioomia FD-MVD, pois-
lukien aksioomia MVD, olisi käyttää aksioomaa FMVD1 johonkin funktionaaliseen riip-
puvuuteen. Tämä on nimittäin ainoa näistä aksioomista, jossa aksiooman implikaation
takajäsenenä on moniarvoinen riippuvuus.
Koska joukossa Σ on pelkästään moniarvoisia riippuvuuksia, ovat relaatioskeeman R
mahdollistamat funktionaaliset riippuvuudet tällöin pelkästään "reﬂeksiivisiä" eli ne on
saatu käyttämällä reﬂeksiivisyysaksioomaa FD1 mille tahansa attribuuttijoukkoille jou-
kossa R. Muut aksioomat vaativat ensin funktionaalisen riippuvuuden, jotta niiden avulla
voitaisiin johtaa uusi riippuvuus.
Olkoot nyt φ1 = XY → Y , φ2 = XY → X ja φ3 = WXY → XY mielivaltaisia
reﬂeksiivisiä riippuvuuksia, jotka on saatu relaatioskeemassa R aksioomalla FD1. Riip-
puvuuksien eroavaisuudella ei ole muuta merkitystä kuin se, että ne auttavat tutkimaan
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symmetrisia tapauksia. Osoitetaan seuraavalla päättelyllä induktiivisesti, että kaikki näis-
tä johdetut riippuvuudet ovat samoin reﬂeksiivisiä. Induktio etenee tässä siten, että ai-
na kun on havaittu uuden riippuvuuden reﬂeksiivisyys, voidaan sen olettaa olevan jokin
oletuksessa olevista reﬂeksiivisistä riippuvuuksista φ1, ..., φ3. Tuloksena huomataan, että
riippuvuudet 2, 4, 7 ja 8 ovat kaikki muodoltaan reﬂeksiivisiä eli ne voidaan muodostaa
käyttämällä pelkkää aksioomaa FD1.
1. XY → Y Oletus (FD1)
2. ZXY → ZY FD2 (1)
3. WXY → XY Oletus (FD1)
4. WXY → Y FD3 (1,3)
5. X  Y Oletus (Σ)
6. XY → X Oletus (FD1)
7. X → (X − Y ) FMVD2 (5,6)
8. X → (Y − Y ) FMVD2 (1,5)
Alussa oletetut aksiooman FD1 avulla muodostetut riippuvuudet φ1, ..., φ3 olivat riit-
tävät induktioon, mikä huomataan seuraavista.
(i) Riippuvuuksilla riveillä 2 ja 4 mahdolliset symmetrisiä oletuksia vaativat tapauk-
set, joita φ1 ja φ2 edustaisivat, tuottavat aina reﬂeksiivisen riippuvuuden, jolloin
yleisyyden siitä kärsimättä riittää tutkia vain yhtä tapausta, tässä riippuvuutta φ1.
Sitä vastoin aksiooma FMVD2 asettaa attribuuttijoukkoja epäsymmetriseen ase-
maan, jolloin on tutkittava molemmat tapaukset eli oletus φ1 ja φ2, jolloin myös
huomataan, että johdetut riippuvuudet ovat eri riippuvuudet.
(ii) Riippuvuuden etujäsenen attribuuttijoukkojen määrä ei vaikuta reﬂeksiivisyyden
osoittamiseen, jolloin riippuvuuden rivillä 4 reﬂeksiivisyyden osoittamiseen voidaan
käyttää selkeyden vuoksi muotoa φ3 olevaa riippuvuutta riippuvuuden φ1 sijaan.
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Koska kaikki aksioomien FD1 ja FMVD1 avulla saatavat moniarvoiset riippuvuudet on
mahdollista saada myös aksioomalla MVD1, ei aksioomien FD, FMVD1 tai FMVD2 käyt-
tö anna toteutuvia moniarvoisia riippuvuuksia, joita ei voisi päätellä joukosta MVD.
Korollaari 2.34. Aksioomat MVD ovat täydelliset.
Todistus. Olkoon Σ joukko, joka sisältää pelkästään moniarvoisia riippuuuksia. Olkoon φ
moniarvoinen riippuvuus. Olkoon Σ |= φ. Tällöin FD-MVD täydellisyyslauseen, Lauseen
2.29, perusteella Σ ` φ. Lemman 2.33 perusteella joukosta Σ johdettavat riippuvuudet
on mahdollista johtaa pelkkien aksioomien MVD avulla. Tämä todistaa aksioomien MVD
täydellisyyden.
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Luku 3
Sulautettu moniarvoinen riippuvuus
3.1 Semantiikka
Sulautetut moniarvoiset riippuvuudet (embedded multivalued dependency = emvd) on
määritelty relaatiomallissa, jonka määritelmä otetaan edellisestä luvusta. Riippuvuus itse
on määritelty seuraavasti.
Määritelmä 3.1. Sulautettu moniarvoinen riippuvuus. Olkoon r R-relaatio ja X,
Y ja Z attribuuttijoukkoja joukossa R. Tällöin X  Y |Z on sulautettu moniarvoinen
riippuvuus ja relaatio r toteuttaa X  Y |Z (merkitään r |= X  Y |Z ), jos kaikilla
ti, tj ∈ r, joilla ti(X) = tj(X), on olemassa t ∈ r siten, että ti(X) = tj(X) = t(X),
t(Y ) = ti(Y ) ja t(Z) = tj(Z). (Jos Σ on joukko riippuvuuksia, niin merkitään r |= Σ, kun
r toteuttaa kaikki riippuvuudet joukossa Σ.)
Sulautettu moniarvoinen riippuvuus siis vastaa moniarvoista riippuvuutta siinä eri-
koistapauksessa, että Z = (R− Y ).
Kuten funktionaalisen ja moniarvoisen riippuvuuden kohdalla kutsutaan etummaista
muuttujaa riippuvuuden etujäseneksi ja sekä keskimmäistä että jälkimmäistä muuttujaa
riippuvuuden takajäseniksi.
Esimerkki 3.2. Otetaan taulukko, joka pitää sisällään informaatiota Suomessa ha-
vaituista nisäkkäistä (Taulukko 3.1). Nyt kyseessä on relaatioskeema Ominaisuudet =
{L(aji), V (äri), S(ukupuoli), P (opulaatio)}. Relaationa on h, joka koostuu yksittäisistä
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edustajista h1, ..., h4. Lisätään skeemaan vaatimus, että tarkastelluilla eläimillä sukupuo-
li on riippumaton sen väristä. Tämä tarkoittaa, että tietystä lajista riippuen sarakkeen
Väri värille on aina löydettävissä sekä koiras- että naaraspuolen edustaja. Näin ollen
h |= L  V |S. Sen sijaan tarkastellessa yksittäistä sukupuolta, ei väri ja laji ole toisis-
taan riippumattomia.
Laji Väri Sukupuoli Populaation koko
h1 Kettu Punaruskea Koiras 4000
h2 Kettu Punaruskea Naaras 4000
h3 Susi Harmaa Koiras 2000
h4 Susi Harmaa Naaras 2000
Taulukko 3.1: Eläimet ja sulautettu moniarvoinen riippuvuus
Semantiikan täydellistä määrittelyä varten loogisen seurauksen, päättelyn, eheyden ja
täydellisyyden määritelmät otetaan muuttumattomina tähän edellisestä kappaleesta 2.1.
Huomautus 3.3. Seuraavan kappaleen argumentit tulevat rakentumaan näiden loogisten
rakenteiden varaan. Eheyslause 3.4 käyttää induktiossa formaalin päättelyn rakennetta ja
todistaa varsinaisen argumentin loogisen seurauksen avulla. Tätä seuraavat aputulokset
3.7 ja 3.8 rakentuvat loogisen seurauksen varaan. Tämän jälkeen todistetaan vielä yhden
aksiooman eheys (Lemma 3.9): induktiossa käytetään formaalia päättelyä ja varsinainen
argumentti rakentuu aputuloksiin 3.7 ja 3.8 sekä loogiseen päättelyyn. Tämän jälkeen
annetaan aputulokset 3.11 - 3.14, jotka rakentuvat sulautetun moniarvoisen riippuvuuden
määritelmän varaan.
Varsinaisessa tuloksessa, Lauseessa 3.15, käytetään täydellisyyden määritelmän ne-
gaatiota. Lause todistetaan Lemmojen 3.18 ja 3.19 avulla. Molempien todistukseen käy-
tetään loogisen seurauksen määritelmää. Lemmojen käyttö todistuksessa perustuu for-
maalin päättelyn yleisiin ominaisuuksiin ja sulautetun moniarvoisen riippuvuuden mää-
ritelmään.
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3.2 Deduktiosysteemi ja aksiomatisointi
Sulautetun moniarvoisen riippuvuuden implikaatio-ongelman ratkaisemiseen vaikuttaa se,
että kyseiselle riippuvuudelle ei ole mahdollista löytää täydellistä aksiomatisointia. Tämä
perustuu siihen alkuoletukseen, että relaatioskeeman attribuuttien määrä voi olla mieli-
valtainen.
Annetaan aluksi riippuvuuden luonteen hahmottamiseksi muutamia eheitä päättely-
sääntöjä [10]. Olkoot U , V , W , X, Y ja Z attribuuttijoukkoja.
EMVD0 Komplementtiaksiooma: Jos X  Y |Z, niin X  Z |Y .
EMVD1 Reﬂeksiivisyysaksiooma: Jos Y ⊆ X tai Z ⊆ X, niin X  Y |Z.
EMVD2 Projektioaksiooma: Jos X  YW |Z, niin X  Y |Z.
EMVD3 Juurenpainotusaksiooma: Jos X  WY |Z, niin XW  Y |Z.
EMVD4 Dekompositioaksiooma: Jos X  Y |WZ ja XY  W |Z, niin X 
W |Z.
EMVD5 Intersektioaksiooma: Jos X  V |W ja X  Y |Z, missä V ∩ Y 6= ∅ ja
V ∩ Z 6= ∅, niin X  (V ∩ Y ) | (V ∩ Z).
EMVD6 Pseudo-transitiiivisuusaksiooma: Jos X  U |VWY ja UV  W |XZ,
missä U , V , W , X, Y ovat erillisiä ja U , V , W , X, Z ovat erillisiä, niin tällöin
XV  W |UZ.
Todistetaan esimerkin vuoksi aksioomat EMVD1 ja EMVD2.
Lemma 3.4. Aksioomat EMVD1 ja EMVD2 ovat eheät relaatioskeemassa R.
Todistus. Osoitetaan, että jos Σ ` φ, niin Σ |= φ. Olkoon Σ ` φ. Olkoon φ1, ..., φn päättely
joukosta Σ käyttäen päättelysääntöä EMVD1 tai EMVD2. Lisäksi φn = φ. Todistetaan
induktiivisesti päättelyn φ1, ..., φn pituuden suhteen, että tällöin Σ |= φi kaikilla 1 ≤ i ≤ n.
Perusaskel: Olkoon φ1 päättely joukosta Σ. Tällöin välttämättä joko φ1 ∈ Σ ja siten
Σ |= φ tai sitten φ1 on saatu käyttämällä sääntöä EMVD1, jolloin myös Σ |= φ,
mikä todistetaan alla.
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Induktio-oletus: jos φ1, ..., φn−1 on riippuvuuden φ päättely joukosta Σ, niin Σ |= φi
kaikilla 1 ≤ i ≤ n− 1.
Induktioaskel: Olkoon φ1, ..., φn riippuvuuden φ päättely joukosta Σ. Jos φn ∈ Σ niin
Σ |= φ. Tutkitaan kaavan totuutta muussa tapauksessa. Olkoon r |= Σ. Osoitetaan,
että r |= φn.
EMVD1 Rajoittamatta todistuksen yleisyyttä voidaan olettaa, että Y ⊆ X (Tapaus, jossa
Z ⊆ X saadaan sulautetun moniarvoisen riippuvuuden määritelmässä esiintyvän
konjunktion symmetrisyyden perusteella.) ja olkoon lisäksi, että X  Y |Z on
saatu aksioomalla EMVD1.
1. Olkoon ti, tj ∈ r sellaiset, että ti(X) = tj(X).
2. Olkoon t = tj.
3. Tällöin kohtien 1 ja 2 perusteella on ti(X) = tj(X) = t(X).
4. Lisäksi koska Y ⊆ X, on myös ti(Y ) = t(Y ).
5. Lisäksi t määritelmän perusteella tj(Z) = t(Z).
6. Tällöin kohtien 3 - 5 perusteella on r |= X  Y |Z
EMVD2 Olkoon X  Y |Z saatu riippuvuudesta X  YW |Z aksioomalla EMVD2.
1. Induktio-oletuksen perusteella r |= X  YW |Z, jolloin kaikilla ti, tj ∈ r,
joilla ti(X) = tj(X), on olemassa t ∈ r siten, että ti(X) = tj(X) = t(X),
t(YW ) = ti(YW ) ja t(Z) = tj(Z).
2. Annetuilla oletuksilla selvästi myös t(Y ) = ti(Y ).
3. Tällöin Σ |= X  Y |Z.
Seuraavissa osioissa esitettävä epätäydellisyyslauseen todistus tulee rakentumaan seu-
raavasti.
Olkoon Σ joukko riippuvuuksia, φ yksittäinen riippuvuus ja r mielivaltainen relaatio.
Todistetaan, että on olemassa r, Σ ja φ siten, että Σ |= φ ja Σ 6` φ. Nämä vaiheet
todistetaan seuraavasti
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(i) Kiinnitetään joukko Σ ja riippuvuus φ seuraavasti. Esitellään aksiooma EMVD+.
Tämän aksiooman etuosan riippuvuudet edustavat riippuvuusjoukkoa Σ ja takao-
san riippuvuus riippuvuutta φ. Osoitetaan näiden välinen looginen seuraus. Tämä
tehdään osiossa 3.2.1.
(ii) Relaatiota r ei ole lauseessa Σ 6` φ kiinnitetty, jolloin r on mahdollista konstruoida
useaa tapausta varten erikseen. Tämä on merkittävä osa Lauseen 3.15 sisältöä.
(iii) Lause Σ 6` φ tulee todistettua tarkastelemalla Lemmojen 3.18 ja 3.19 ilmaisemat
tapaukset. Näiden todistus on Lauseen 3.15 keskeinen sisältö.
3.2.1 Vastaesimerkkilauseen Σ |= φ rakenne
Määritellään tulevaa varten tässä aksiooman paikkaluku. Aksiooman paikkaluku tarkoit-
taa riippuvuuksien määrää aksioomaan sisältyvän implikaation etujäsenessä. Mikäli ak-
siooma ei koostu implikaatiosta, ei paikkaisuutta ole määritelty. Huomataan, että yllä
määritellyt aksioomat EMVD0 ja EMVD2-EMVD6 ovat joko yksi- tai kaksipaikkaisia,
sillä aksioomaan sisältyvä implikaatio ottaa näissä etujäsenekseen yhden tai kaksi riippu-
vuutta. Aksiooman EMVD1 paikkaisuus on määrittelemätön.
Määritellään eräs apuna toimiva rakenne: sulautettua moniarvoista riippuvuutta hiu-
kan heikompi riippuvuus.
Määritelmä 3.5. Heikompi sulautettu moniarvoinen riippuvuus. Olkoon r R-
relaatio ja X, Y ja Z attribuuttijoukkoja joukossa R. Tällöin X(Y, Z) on heikompi sulau-
tettu moniarvoinen riippuvuus ja relaatio r toteuttaa X(Y, Z) (merkitään r |= X(Y, Z)
), jos kaikilla ti, tj ∈ r, joilla ti(X) = tj(X), on olemassa t ∈ r siten, että t(Y ) = ti(Y ) ja
t(Z) = tj(Z).
Heikomman EMVD-riippuvuuden määritelmästä on siis poistettu vaatimus arvojen
t(X), ti(X) ja tj(X) yhtäsuuruudesta ja se täten toteutuu, jos vastaava riippuvuus X 
Y |Z toteutuu. Huomataan melko suoraan seuraava yhtäpitävyys
(3.6) r |= X  Y |Z jos ja vain jos r |= X(Y,XZ).
Heikommalle EMVD-riippuvuudelle toteutuu seuraava transitiivisuussääntö.
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Lemma 3.7. Jos r |= W (X, Y ) ja r |= X(Y, Z), niin r |= W (Y, Z).
Todistus. Oletetaan implikaation etupuoli. Tällöin kaikillaW ,X, Y , Z pätee siis seuraava:
1. Kaikilla ti, tj ∈ r, joilla ti(W ) = tj(W ), on olemassa t ∈ r siten, että t(X) = ti(X)
ja t(Y ) = tj(Y ).
2. Kaikilla t, ti ∈ r, joilla t(X) = ti(X), on olemassa t′ ∈ r siten, että t′(Y ) = t(Y ) ja
t′(Z) = ti(Z).
3. Oletetaan, että ti(W ) = tj(W ).
4. Olkoon t′′ = t′.
5. Nyt kohdan 2 perusteella t′′(Y ) = t(Y ).
6. Nyt kohdan 1 perusteella t(Y ) = tj(Y )
7. Tällöin kohtien 5 ja 6 perusteella siis t′′(Y ) = tj(Y ).
8. Kohdan 2 perusteella t′′(Z) = ti(Z).
9. Kohdista 3, 4, 7 ja 8 seuraa r |= W (Y, Z), mikä oli todistettava.
Yleistetään seuraavaksi tämä transitiivisuussääntö mielivaltaisen pituiselle jonolle so-
pivia riippuvuuksia.
Lemma 3.8. Olkoon n ∈ N. Jos r |= X1(X2, X3), r |= X2(X3, X4), ..., r |=
Xn−1(Xn, Xn+1), niin r |= X1(Xn, Xn+1).
Todistus. Todistus saadaan induktiolla n suhteen:
Perusaskel: Olkoon r |= X1(X2, X3) ja r |= X2(X3, X4). Tällöin aiemman transitii-
visuusperiaatteen (Lemma 3.7) mukaisesti r |= X1(X3, X4).
Induktio-oletus: Jos r |= X1(X2, X3), r |= X2(X3, X4), ..., r |= Xn−2(Xn−1, Xn), niin
r |= X1(Xn−1, Xn).
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Induktioväite: Olkoon r |= X1(X2, X3), r |= X2(X3, X4), ..., r |= Xn−2(Xn−1, Xn),
r |= Xn−1(Xn, Xn+1). Induktio-oletuksen, oletuksen r |= Xn−1(Xn |Xn+1) ja lemman
3.7 perusteella saadaan, että r |= X1(Xn, Xn+1).
Ennen varsinaisen lauseen todistusta seuraavassa vielä konstruoidaan siinä käytettävä
aksiooma ja osoitetaan sitten tämän aksiooman eheys. Olkoon n>2 ja X1, X2,...,Xn+1
attribuuttijoukkoja relaatioskeemassa R.
EMVD+ Kehitetty transitiivisuusaksiooma: Jos X1  X2 |X3, X2  X3 |X4,...,
Xn−1  Xn |Xn+1 ja Xn  Xn+1 |X1, niin X1  Xn |Xn+1.
Lemma 3.9. Aksiooma EMVD+ on eheä
Todistus. Jatketaan Lemman 3.4 todistusta mutatis mutandis lisäämällä EMVD+ ak-
sioomajoukkoon uudeksi aksioomaksi. Jatketaan siis kyseisen lemman induktioaskeleesta,
jossa nyt käsitellään uutena kohtana aksiooma EMVD+. Olkoon X1  Xn |Xn+1 saatu
riippuvuuksista X1  X2 |X3, X2  X3 |X4,..., Xn−1  Xn |Xn+1 ja Xn  Xn+1 |X1
aksioomalla EMVD+.
1. Induktio-oletuksen perusteella r |= (X1  X2 |X3)∧ (X2  X3 |X4)∧ ...∧ (Xn−1 
Xn |Xn+1) ∧ (Xn  Xn+1 |X1).
2. Kohdasta 1 saadaan ekvivalenssin 3.6 perustella r |= Xn(Xn+1, X1Xn).
3. Kohdasta 1 saadaan myös r |= X1(X2, X3),..., r |= Xn−1(Xn, Xn+1).
4. Kohdasta 2 ja 3 seuraa Lemman 3.8 perusteella r |= X1(Xn+1, X1Xn).
5. Kohdasta 4 saadaan ekvivalenssin 3.6 perusteella r |= X1  Xn+1 |Xn.
6. Kohdasta 5 saadaan komplementtiaksiooman EMVD0 perusteella r |= X1 
Xn |Xn+1.
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3.2.2 Epätäydellisyyslause
Määritellään aluksi muutama tekninen yksityiskohta.
Määritelmä 3.10. Olkoon Y = Xj ja Z = Xk attribuutteja. Attribuutteja sanotaan
vierekkäisiksi, jos |(j−k)| ≡ 1 (mod (n+1)). Attribuuttien alaindeksien kohdalla alaindeksi
viittaa aina alaindeksiin modulo (n+ 1). Esimerkiksi jos kirjoitetaan k = j + 1, niin{
jos j<n+1, niin tällöin tarkoitetaan, että k=j+1
jos on j=n+1, niin tällöin tarkoitetaan, että k=1.
Aksiooman EMVD+ implikaation etujäseniä merkittiin {X1  X2 |X3, ..., Xn−1 
Xn |Xn+1, Xn  Xn+1 |X1} = Σ. Merkitään näille riippuvuuksille yksitellen, että
φ1 = X1  X2 |X3,..., φn = Xn  Xn+1 |X1. Notationaalisena yksityiskohtana on huo-
mioitava, että tulevassa konstruktiossa on taulukoissa aina n + 1 saraketta. Oletetaan,
että aina n ≥ 2, sillä n pienemmät arvot ovat triviaaleja tapauksia.
Todistetaan vielä muutama lemma, jotka kuvaavat erilaisia toteutuvia riippuvuuksia.
Näihin tullaan viittaamaan jatkossa.
Lemma 3.11. Ehto 1. Olkoon X  Xj |Xk riippuvuus. Olkoon r relaatio siten, että
kaikilla t1, t2 ∈ r on t1(Xj) = t2(Xj) tai sitten kaikilla t1, t2 ∈ r on t1(Xk) = t2(Xk).
Tällöin riippuvuudelle X  Xj |Xk on r |= X  Xj |Xk.
Todistus. Olkoon t1(X) = t2(X). Todistuksen yleisyyden siitä vähenemättä voidaan olet-
taa, että t1(Xk) = t2(Xk), sillä toinen osa lemmasta voidaan osoittaa symmetrisesti. Ol-
koon myös t = t1. Tällöin t(X) = t1(X) = t2(X), t(Xj) = t1(Xj) ja t(Xk) = t2(Xk).
Tällöin r |= X  Xj |Xk.
Lemma 3.12. Ehto 2. Olkoon X  Xj |Xk riippuvuus. Olkoon r arvojoukon {0, 1}
relaatio ja r′ sellainen r-osajoukko, että kaikilla t1, t2 ∈ r′ on t1(X) = t2(X). Jos li-
säksi relaation r′ rajoittumassa r′(XjXk) esiintyy r′-jonojen rajoittumina t′(XjXk) kaikki
arvojen 0 ja 1 kombinaatiot, niin tällöin r |= X  Xj |Xk.
Todistus. Lemman todistus on suoraviivainen seuraus määritelmästä. Jos r′-jonojen ra-
joittumina t′(XjXk) esiintyy kaikki mahdolliset arvojen 0 ja 1 kombinaatiot, niin tällöin
kaikilla t1, t2 ∈ r′ on olemassa jono t ∈ r′ siten, että t(Xj) = t1(Xj) ja t(Xk) = t2(Xk).
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Tällöin koska kaikilla t1, t2 ∈ r′ oli t1(X) = t2(X), on nyt r′ |= X  Xj |Xk. Tällöin myös
r |= X  Xj |Xk.
Lemma 3.13. Ehto 3. Kaikille riippuvuuksille X  Xj |Xk toteutuu seuraava: Jos
r = {t1, t2} on relaatio, jolle t1(X) 6= t2(X), niin tällöin aina r |= X  Xj |Xk.
Todistus. Olkoon t1, t2 ∈ r ja t = t1. Nyt välttämättä jos t1(X) = t2(X), niin on myös
t1 = t2. Tällöin välttämättä t(X) = t1(X) = t2(X), t(Xj) = t1(Xj) ja t(Xk) = t2(Xk).
Tällöin r |= X  Xj |Xk.
Lemma 3.14. Ehto 4. Olkoot X, Xj ja Xk attribuuttijoukkoja ja joukoissa Xj ja Xk
vain yksi attribuutti. Olkoon r relaatio ja jonoille t1, t2 ∈ r pätee t1(X) = t2(X) = 0.
Olkoon relaation r rajoittumassa r(Xj) jonojen t1, t2 arvojoukossa sekä arvo 1 että arvo 0
sekä samoin rajoittumassa r(Xk) jonojen t1, t2 arvojoukossa sekä arvo 1 että arvo 0. Jos
ei ole olemassa kokoelmaa r-jonoja, joille olisi X-arvo 0 ja rajoittumassa r(XjXk) kaikki
arvojen 1 ja 0 kombinaatiot, niin r 6|= X  Xj |Xk.
Todistus. Todistus seuraa suoraan määritelmästä.
Todistetaan seuraavaksi varsinainen lause, täydellisen aksioomajoukon mahdottomuus.
Lause 3.15. Sulautetulle moniarvoiselle riippuvuudelle ei ole mahdollista antaa äärellistä
täydellistä joukkoa päättelysääntöjä.
Todistus. Todistusta varten konstruoitava aksiooma on aksiooma EMVD+. Tämän ak-
siooman eheys osoitettiin Lemmassa 3.9. Olkoon kaikki aksioomassa EMVD+ esiintyvät
attribuuttijoukot tässä todistuksessa yksiöitä.
Aksiooma EMVD+ osoittautuu mahdottomaksi korvata joukolla lyhyempiä sääntöjä.
Tämä voidaan ilmaista seuraavasti: ainoa epätriviaali riippuvuus, joka on johdettavissa
aksiooman n etujäsenestä, on takajäsen X1  Xn |Xn+1 ja tätä riippuvuutta ei ole mah-
dollista päätellä etujäsenten jonoa lyhentämällä. Nämä ilmaistaan seuraavalla kahdella
aputuloksella 3.18 ja 3.19. Todistetaan vielä ensin, että lemmat todella riittävät todista-
maan väitteen.
Lemma 3.16. Tehdään seuraavat alkuoletukset:
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(i) Olkoon Σ joukko sulautettuja moniarvoisia riippuvuuksia ja φ sulautettu moniarvoi-
nen riippuvuus.
(ii) Olkoon Σ′ ⊂ Σ ⊆ Σ′′.
(iii) Olkoon φx mielivaltainen riippuvuus siten, että φx 6∈ Σ ja lisäksi jos riippuvuus
φ′x on saatu riippuvuudesta φx käyttäen aksioomaa EMVD0 ja olisi φ
′
x ∈ Σ, niin
φx 6∈ Σ.
Tällöin väitteet (iv)-(v) pätevät jos ja vain jos väite (vi) pätee:
(iv) Σ′′ ` φ on aksiooma
(v) Σ′ ` φ on aksiooma ja jokin seuraavista:
(v.i) Σ′ ` φ tai
(v.ii) Σ ` φx1, jolloin Σ ∪ φx1 ` φx2,..., jolloin Σ ∪ φx1 ∪ ... ∪ φxl ` φ.
Tällöin väite on
(vi) Σ ` φ.
Todistus. Joukot Σ′′ ja Σ′ kattavat joukko-opillisesti kaikki tapaukset. Toisena esitetty
ehto kattaa kaikki tapaukset formaalin päättelyn määritelmän perusteella.
Lemma 3.17. Olkoon joukossa Σ = {φ1, ..., φn} yhteensä n erilaista attribuuttia Ai siten,
että A1 sisältyy riippuvuuteen φ1,..., An sisältyy riippuvuuteen φn. Olkoon φ sellainen
riippuvuus, että siinä esiintyy attribuutti An. Olkoon Ax1 joukon Ax aksiooma, jossa on
aksioomista Ax eniten eri attribuuttijoukkoja, yhteensä m kappaletta. Tällöin jos n > m,
niin Ax1 ei voi ilmaista lausetta Σ ` φ.
Todistus. Eheyden mukaan, jos Σ ` φ, niin tällöin on oltava Σ |= φ. OlkoonX, Y ja Z att-
ribuutteja. Sulautetttu moniarvoinen riippuvuus X  Y |Z toteutuu vain, jos attribuutit
X, Y ja Z toteuttavat sulautetun moniarvoisen riippuvuuden määritelmän. Attribuutit
toteuttavat määritelmän relaatiossa r vain, jos relaation rajoittuman r(XY Z) arvot on
kiinnitetty. Aksiooma, sulautetun moniarvoisen riippuvuuden määritelmän perusteella,
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ottaa kantaa attribuutteihin X, Y tai Z vain, jos nämä ovat riippuvuuden etu- tai ta-
kajäsenenä. Koska aksiooman Ax1 eri attribuuttien lukumäärälle oli m < n, niin tällöin
aksiooma ei ota kantaa attribuuttiin An. Tällöin attribuuttia φ ei ole mahdollista päätellä
joukosta Σ, mikä oli väite.
Lemma 3.18. Jos riippuvuus pi = X  Y |Z on jokin ei-triviaali looginen seuraus joille-
kin aksiooman etuosan n riippuvuuksista, niin tällöin on välttämättä pi = X1  Xn |Xn+1.
(Triviaalilla seurauksella tarkoitettaisiin tässä seurausta, joka on johdettu aksiooman
EMVD0 tai EMVD1 avulla.)
Lemma 3.19. Jos Σ′ ( Σ, missä Σ oli aksiooman EMVD+ implikaation etupuolen n
riippuvuuden joukko, niin
(3.20) Σ′ 6|= X1  Xn |Xn+1.
Käydään sitten erilaiset tapaukset läpi käyttäen ylläolevia tuloksia 3.5 - 3.14. Aloite-
taan Lemmasta 3.18. Lause todistetaan ristiriitatodistuksen avulla. Oletetaan siis, että
(X  Y |Z) 6= (X1  Xn |Xn+1).
Voidaan todistuksen yleisyyden siitä kärsimättä olettaa, että Y = Xi ja Z = Xj, missä
i 6= j ja i, j ∈ [1, n]. Y ja Z ovat tällöin määritelmän mukaisesti yksiöitä. Tämä ei vai-
kuta todistuksen yleisyyteen, sillä attribuuttijoukkojen Y ja Z tilalla esiintyvät useampi-
paikkaiset tapaukset tulevat käytyä läpi projektioaksiooman EMVD2 johdosta: säännön
EMVD2 mukaan jotta mielivaltainen joukko on toteutuva, on myös yksi-attribuuttisen
projektion oltava toteutuva. Voidaan samoin myös olettaa, että X, Y ja Z ovat erillisiä,
sillä muussa tapauksessa X  Y |Z olisi triviaali seuraus.
Lemman 3.18 todistus jakaantuu kolmeen osaan ja näiden alaosiin, jotka yhdessä kat-
tavat kaikki joukkojen X, Xj ja Xk mahdolliset sijainnit relaatioskeemassa R. Näille
jokaiselle osoitetaan, että on olemassa relaatio, joka toteuttaa aksiooman EMVD+ impli-
kaation kaikki etujäsenet mutta ei kyseistä ei-triviaalia riippuvuutta X  Xj |Xk, jolloin
vaatimus riippuvuuden toteutumisesta tuottaa tarvittavan ristiriidan.
Tapaus 1. Olkoon sarakkeiden lukumäärä kolme (eli n = 2).
Tällöin on välttämättä j ja k vierekkäisiä (Määritelmä 3.10). Riippuvuus pi on jokin
alkuperäisistä riippuvuuksista, triviaaliriippuvuus, tai sitten on pi = X3  Xj |Xk.
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Kyseiselle riippuvuudelle on kuitenkin olemassa seuraava vastaesimerkkirelaatio, jos-
sa Ehdon 3 perusteella muut riippuvuudet toteutuvat mutta tämä pi ei toteudu Eh-
don 4 perusteella:
Xj Xk X3
1 1 0
0 0 0
Tapaus 2. Olkoon sitten n ≥ 3. Oletetaan, että j ja k eivät ole vierekkäisiä.
Tämä tuottaa ristiriidan seuraavan taulun ilmaisemalla relaatiolla, sillä joukon Σ
riippuvuuksille toteutuu välttämättä Ehto 1. Sen sijaan selvästi ei toteudu riippu-
vuus pi Ehdon 4 perusteella.
... Xj ... Xk ...
0...0 1 0...0 1 0...0
0...0 0 0...0 0 0...0
Tapaus 2. j = 1, k = 2.
Tämä tuottaa ristiriidan seuraavan taulun ilmaisemalla relaatiolla, sillä joukon Σ
riippuvuuksille toteutuu välttämättä Ehto 1. Sen sijaan selvästi ei toteudu riippu-
vuus pi Ehdon 4 perusteella.
Xj Xk ...
1 1 0...0
0 0 0...0
Tapaus 3. j > 1, k = j + 1.
Tarkastellaan edelleen tilanteita, joissa n ≥ 3. Jos n = 3, riittää tarkastella tapauksia
3.1.-3.3..
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Tapaus 3.1. X = {Xj−1}.
Tällöin olisi pi ∈ Σ ja siten kyseessä olisi triviaali riippuvuus.
Tapaus 3.2. X = {Xj+2}.
Ei voi olla, että j = n, sillä tällöin pi = X1  Xn |Xn+1. On kuitenkin kaksi
muuta mahdollisuutta.
- Olkoon j = n+1, jolloin X = X2. Tällöin alla olevan taulukon ilmaisemal-
le relaatiolle toteutuu seuraavaa. Kaikki riippuvuudet joukossa Σ − {φn}
toteuttavat välttämättä Ehdon 1. Riippuvuus φn toteuttaa Ehdon 2. Kui-
tenkaan r ei selvästi toteuta riippuvuutta pi Ehdon 4 perusteella. Näistä
saadaan ristiriita.
X1 X2 ... Xn+1
1 0 0...0 1
1 1 0...0 0
0 1 0...0 1
0 0 0...0 0
- Olkoon sitten j 6= n + 1, jolloin tilanne on mahdoton seuraavan taulun
ilmaisemalla relaatiolla. Nyt joukon Σ−{φj, ..., φn} riippuvuuksille toteu-
tuu välttämättä Ehto 3. Joukon {φj, ..., φn} riippuvuuksille toteutuu ehto
1. Relaatio ei kuitenkaan toteuta riippuvuutta pi Ehdon 4 perusteella.
... Xj Xj+1 Xj+2 ...
0...0 1 1 0 0...0
1...1 0 0 0 0...0
Tapaus 3.3. X sisältää attribuutin Xj−1 ja attribuutin Xj+2.
Tämä on mahdotonta seuraavan taulun ilmaisemalla relaatiolla. Nyt joukon
Σ − {φj−2, ... φj} riippuvuudet toteuttavat ehdon 1. Joukon {φj−2, ... φj} riip-
puvuudet toteuttavat Ehdon 2. Relaatio ei kuitenkaan toteuta riippuvuutta pi
Ehdon 4 perusteella.
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... Xj−1 Xj Xj+1 Xj+2 ...
0...0 1 1 1 0 0...0
0...0 1 1 0 1 0...0
0...0 1 0 1 1 0...0
0...0 1 0 0 0 0...0
0...0 0 1 1 1 0...0
0...0 0 1 0 0 0...0
0...0 0 0 1 0 0...0
0...0 0 0 0 1 0...0
Tapaus 3.4. X sisältää muuttujan Xi, missä i 6= j − 1 ja i 6= j + 2.
Tällöin jälleen seuraavan taulun ilmaisemalla relaatiolla joukon Σ − {φj−1}
riippuvuudet toteuttavat Ehdon 1. Joukon {φj−1} riippuvuus toteuttaa Ehdon
2. Relaatio ei kuitenkaan toteuta riippuvuutta pi Ehdon 4 perusteella.
... Xj−1 Xj Xj+1 Xj+2 ... Xi ...
0...0 1 1 1 1 0...0 1 0...0
0...0 1 1 0 1 0...0 0 0...0
0...0 1 0 1 1 0...0 0 0...0
0...0 1 0 0 1 0...0 1 0...0
Tällöin kaikki mahdolliset tapaukset on käyty läpi, jolloin aina on saavuttu ristiriitaan.
Tämä todistaa alkuperäisen väitteen negaation eli (X  Y |Z) = X1  Xn |Xn+1. Nyt
on todistettu siis väitteestä osa eli Lemma 3.18.
Todistetaan seuraavaksi Lemma 3.19. Tutkitaan väitteen totuutta tapauksessa, jossa
joukosta Σ otetaan pois yksi riippuvuus φi (Muille joukon Σ osajoukoille väite seuraa
tästä). Osoitetaan, että aina on olemassa relaatio siten, että kaikki riippuvuudet joukossa
Σ − {φi} toteutuvat mutta riippuvuus φi ei toteudu eikä myöskään riippuvuus X1 
Xn |Xn+1. Käydään kaikki mahdolliset tapaukset läpi:
Tapaus 1. Olkoon i ∈ [1, n− 1] ja joukosta Σ poistettava riippuvuus φi. Tällöin seu-
raavan taulukon ilmaisemalle relaatiolle joukon Σ−{φi, ... , φn−1} riippuvuudet ovat
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Ehdon 1 perusteella toteutuvia ja joukon {φi+1, ... , φn−1} riippuvuudet ovat toteu-
tuvia Ehdon 3 perusteella. Riippuvuudet φi ja X1  Xn |Xn+1 eivät ole toteutuvia
Ehdon 4 perusteella.
X1 ... Xi+1 Xi+2 ...
0 0...0 1 1 1...1
0 0...0 0 0 0...0
Tapaus 2. Olkoon joukosta Σ poistettava riippuvuus φn. Tällöin seuraavan taulu-
kon ilmaisemalle relaatiolle joukon Σ − {φn} riippuvuudet ovat toteutuvia Ehdon
1 perusteella. Relaatio ei kuitenkaan toteuta riippuvuuksia φn ja X1  Xn |Xn+1
Ehdon 4 perusteella.
X1 ... Xi Xi+1
1 0...0 0 1
1 0...0 1 0
0 0...0 1 1
0 0...0 0 0
Tällöin on käyty kaikki mahdolliset tapaukset läpi ja väitteen osa Lemma 3.19 on näin
todistettu.
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Luku 4
Päätösosa
Tässä tutkielmassa on esitelty relaatiotietomallien teoriasta nousevat riippuvuudet mo-
niarvoinen riippuvuus ja sulautettu moniarvoinen riippuvuus. Näille on osoitettu joitakin
riippuvuuden päättelyn tutkimiseen liittyviä tuloksia. On osoitettu, että yksittäinen mo-
niarvoinen riippuvuus on mahdollista päätellä pohjautuen äärelliseen määrään aksioomia.
Tämä sen sijaan ei ole mahdollista sulautetuille moniarvoisille riippuvuuksille.
Lisäksi tarkka tarkastelu paljastaa moniarvoisten riippuvuuksien aksiomatisoitavuus-
todistuksen samankaltaisuuden funktionaalisiin riippuvuuksiin nähden. Todistaminen lin-
kittyy siihen, että toteutuvia riippuvuuksien jälkiosien attribuuttijoukkoja voidaan muo-
dostaa käyttämällä Boolen algebran operaatioita. Funktionaalisissa riippuvuuksissa ak-
sioomien luonteesta johtuen riippuvuuden jälkiosa on sen sijaan mahdollista täysin hajot-
taa yksittäisiksi attribuuteiksi eli attribuuttijoukon potenssijoukoksi, mikä on hyvin vahva
ominaisuus ja tekee täydellisyystodistuksesta lyhyemmän.
Tästä päästään siihen, että moniarvoisen riippuvuuden täydellisyystodistus on oleelli-
sesti sama kuin funktionaalisen riippuvuuden mutta todistuksessa tehtävästä attribuutti-
joukkojen hajotuksesta (Korollaari 2.18) on tehty sen verran heikko, että se mahdollistaa
moniarvoisten riippuvuuksien tarkastelun funktionaalisten riippuvuuksien rinnalla. Mo-
niarvoisen riippuvuuden todistuksessa atomaarisuuden käsite siis tietyllä tavalla tehdään
yleisemmäksi kuin funktionaalisen riippuvuuden todistuksessa.
Yllä kuvattu synnyttää luonnollisesti todistukseen lisätapauksia, sillä aikaisemmas-
ta poiketen nyt joudutaan tarkastelemaan lisäksi välittömästi muodostuvia atomaarisia
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attribuuttijoukkoja pienempiä attribuuttijoukkoja. Tämä hoidetaan pohjimmiltaan Lem-
massa 2.26 aputuloksien AT1 - AT3 avulla.
Lisäksi eroavaisuutta todistukseen aiheuttaa moniarvoisille riippuvuuksille ominainen
aksiooma MVD0 ja sen avulla tapahtuva joukon komplementin otto. Tästä seuraa, että
joukon SX,Σ,MV D (Määritelmä 2.12) kanta osittaa koko relaation R siinä missä vastaava
funktionaalisen riippuvuuden sulkeuman kanta sisältää vain osan R attribuuttijoukois-
ta. Tämä voi olla eräs syy, miksi lauseessa 2.29, tutkittaessa väitettä r |= Σ, päädytään
ristiriitatodistukseen siinä missä funktionaaliselle riippuvuudelle vastaava väite oli yksin-
kertaista todistaa suoraan.
Sulautettu moniarvoinen riippuvuus havaittiin selvästi yleisemmäksi kuin moniarvoi-
nen riippuvuus. Sille annetut muutama eheä päättelysääntö hahmottelivat riippuvuuden
luonnetta ja mahdollistivat vertailua moniarvoiseen riippuvuuteen. Moniarvoisen riippu-
vuuden määritelmään sisältyvä kantaaottavuus koko relaatioskeemaan, ainoa ero sulau-
tettuun moniarvoiseen riippuvuuteen nähden, osoittautuu täten määrääväksi tekijäksi ää-
relliselle aksiomatisoitavuudelle.
Tietokantariippuvuuksia lisää tutkiva voi päämääriensä mukaan suuntautua usealle eri
alueelle. Johdannossa esitetty riippuvuuksien käytännön implementointi tuo mukanaan
normaalimuodot, joista kolmas normaalimuoto ja Boyce-Codd normaalimuoto koskevat
funktionaalista riippuvuutta [1]. Moniarvoista riippuvuutta koskee neljäs normaalimuoto
[1, 7].
Tietokantariippuvuuksia on myös mahdollista tutkia teoreettisemmasta, kaiken ko-
koavasta näkökulmasta. Voidaan havaita, että kaikki riippuvuuden määritelmät sisältä-
vät tietynlaisia matemaattisen logiikan lauseita. Tällöin niitä voi myös jaotella erilaisiin
luokkiin. Tällainen jaottelu taas nostaa esiin joitakin riippuvuuksien ulkoisia ominaisuuk-
sia. Esimerkin vuoksi mainittakoon näistä riippuvuudet, joilla on ominaisuus tuple gene-
rating (mistä mvd- ja emvd-riippuvuudet ovat esimerkkejä) sekä riippuvuudet, joilla on
ominaisuus equality generating (josta FD-riippuvuudet ovat esimerkkejä) [1].
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Liite A
Boolen algebran kanta
Lemma A.1. Olkoon B äärellisen joukon R Boolen algebra. Tällöin Boolen algebralla B
on yksikäsitteinen kanta W .
Todistus. Konstruoidaan ensin joukko, jonka todistetaan olevan kanta. Tämän jälkeen
osoitetaan, että kyseinen kanta on yksikäsitteinen.
Olkoon X ′m = {X0, ..., Xm}, missä X0 = R on koko universumi ja kun 0 < i ≤ m,
niin Xi ⊆ R. Olkoon Bm = {X0, ..., Xm, ..., Xl} joukon X ′m virittämä pienin Boolen
algebra. Seuraavaksi konstruoidaan kanta Wm mielivaltaisella m arvolla (m ∈ N ∪ {0})
rekursiivisesti joukon X ′m suhteen. Konstruoinnin rakenne ja nimeäminen on osoitettu
kuvassa A.1.
W0 = {X0} = {R}.
Wn−1 = {(W ∩Xn−1)|W ∈ Wn−2} ∪ {(W −Xn−1)|W ∈ Wn−2}.
Wn = {(W ∩Xn)|W ∈ Wn−1} ∪ {(W −Xn)|W ∈ Wn−1}.
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Kuva A.1: Osituksen muodostus
Olkoon nyt näin määritelty Wm. Osoitetaan, että Wm on Boolen algebran Bm kanta.
Perusaskel: Olkoon B0 Boolen algebra, joka sisältää pelkän universumin R. Tällöin
W0 = {R}. Koska {R} ⊆ B0, {R} on ositus ja koska joukossa {R} on vain yksi
alkio, on W0 kanta.
Induktio-oletus: Olkoon nyt Wm−1 joukon Bm−1 kanta. Tällöin joukolle Wm−1 =
{(W ∩Xm−1),W ∈ Wm−2}∪ {(W −Xm−1),W ∈ Wm−2} pätee, että Wm−1 ⊆ Bm−1,
Wm−1 on ositus ja lisäksi ei ole olemassa joukkoa W ′ ∈ Bm−1 siten, että W ′ ( W
jollain W ∈ Wm−1.
Induktioaskel: Käydään vaatimukset yksitellen läpi:
(i) Koska Wm = {(W ∩Xm),W ∈ Wm−1} ∪ {(W −Xm),W ∈ Wm−1}, on Wm ⊆
Bm, sillä Wm on muodostettu joukosta Wm−1, joka oli osajoukko ja joukosta
Xm, joka oli osajoukko käyttäen näille vain operaatioita, joiden suhteen Boolen
algebra on suljettu.
(ii) Wm on ositus, sillä 1) koska millä tahansa joukollaW ∈ Wm−1 onW∩Xm, (W−
Xm) ⊆ W , riittää tarkastella, onko {W ∩ Xm, (W − Xm)} joukon W ositus,
mikä taas on operaatioiden määritelmistä johtuen selvä. Koska 2) induktio-
oletuksen perusteella kokoelma {W |W ∈ Wm−1} oli ositus, on koko joukko
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{W |W ∈ Wm} ositus, sillä ositus, jossa jokainen ositukseen kuuluva joukko on
ositettu, on jälleen ositus.
(iii) Ehto (K4) pätee, koska joukkojen {Xm} jaWm−1 sulkeumassa Boolen algebran
operaatioiden suhteen on joukkoon Wm verrattuna lisänä ainoastaan joukon
Xm ja joukon Wm−1 alkioiden yhdisteitä sekä joukon Xm ja joukon Wm−1 ero-
tuksia. Yhdiste taas ei voi koskaan olla jonkin komponenttinsa aito osajoukko.
Erotus (Xm−W ), missäW ∈ Wm−1, taas on välttämättä joukonXm osajoukko.
Se ei voi olla eri joukko kuin mikään joukko, joka jo kuuluu joukkoon Wm, sillä
(Xm −W ) = ((R−W )∩Xm), joka taas on aina yhdiste joukoista (W ′ ∩Xm),
missä W ′ ∈ Wm−1, ja tämä taas pohjautui induktio-oletukseen, että Wm−1 oli
ositus.
Täten on osoitettu, että Boolen algebralla Bm on kanta Wm. Tästä seuraa, että millä
tahansa joukon R Boolen algebralla B on kanta W . Osoitetaan seuraavaksi vielä kannan
Wm yksikäsitteisyys, joka todistetaan ristiriitatodistuksen avulla. Palataan sitä varten yllä
käytettyihin merkintöihin.
Olkoon W ′m myös joukon Bm kanta. Joukkoa Wm konstruoitaessa huomattiin, että
siihen oletettiin kuuluvaksi kaikki joukot, jotka Boolen operaatioilla oli mahdollista kon-
struoida joukosta Xn ja joukosta W , missä W ∈ Wn−1 ja missä 1 ≤ n ≤ m, pois lukien
kuitenkin erotukset muotoa Xn −W ja yhdisteet muotoa Xn ∪W . Mahdollisen W ′m kon-
struointiin on siis mahdollista käyttää vain näitä joukkoja tai sitten joukkoon Wm jo
sisältyviä joukkoja.
Huomataan, että joukkoonW ′m on mahdollista sisältyä vain seuraavan laiset kokoelmat
joukkoja:
(i) Joukko W ′m koostuu samoista joukoista kuin Wm mutta siinä olisi lisänä muita
joukkoja.
(ii) Joukosta W ′m puuttuu joitain joukkoja, jotka kuuluvat joukkoon Wm
Jos joukkoW ′m olisi ehdon (i) mukainen, niin se ei olisi enää ositus, koska jäljelle jääneet
joukot välttämättä leikkaisivat jotain joukon W ′m joukkoa, eikä kyseessä olisi tällöin enää
ositus. Jos joukko olisi ehdon (ii) mukainen, niin seuraa jokin kahdesta vaihtoehdosta:
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- JoukostaW ′m pelkästään puuttuisi joukonWm alkioita, jolloin se ei enää olisi ositus,
sillä se ei olisi peite.
- Joukosta W ′m puuttuisi joukon Wm alkioita mutta siinä olisi muita alkioita siten,
että kyseessä olisi peite. Tällöin nämä muut alkiot kuitenkin olisivat joukon Wm
määritelmästä johtuen välttämättä joidenkin Wm alkioiden yhdisteitä. Tällöin taas
W ′m ei toteuttaisi Boolen algebran kannan ehtoa K4.
Luetelluista mahdollisuuksista muodostuu aina ristiriita ja tällöin ainoaksi mahdollisuu-
deksi jää, että W ′m = Wm. Tällöin Wm on yksikäsitteinen.
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